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Oppgave 1.

For en vilkarlig funksjon f : R — R la C(f) vaere mengden av punkter i R
hvor f er kontinuerlig.

a) La U, veere unionen av alle apne mengder U i R slik at

diam f(U) < 1/n. Vis at O(f) = °rj’1 U,

b) Forklar at hvis C(f) er tett i R, sa er C(f) en residuell mengde i R.
Eksisterer det en funksjon f slik at C(f) = Q?

¢) La spesielt f vere gitt ved at f() = L nar m og n er hele tall uten

felles faktor, med n > 0, og f(z) = 0 nar x er irrasjonal. Vis at da er
C(f) =R\ Q. Hvis C er et tellbart snitt av apne, tette mengder i R,
fins det da alltid en f slik at C(f) = C?

Oppgave 2.

I den reelle tallmengden R kan vi benytte intervallene [a,b) = {x € R : a <
x < b} for a,b € R og a < b, som basis for en topologi. Det topologiske
rommet vi far definert pa denne maten, betegner vi med R,.

a) Bestem sammenhengskomponentene til R;. Bruk dette til a avgjore
hvilke funksjoner f : R — Ry som er kontinuerlige.

(Fortsettes side 2.)
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b) Vis at i R er én av de to mengdene B = {—1,—-1/2,—1/3,...,0} og
C =1{1,1/2,1/3,...,0} kompakt og én ikke kompakt. Avgjor om R,
er lokalt kompakt.

¢) I produktrommet Ry x R ser vi pa linjene Ly = {(z,y) : y = ka} for
—00 < k < oo. Er Lj, lukket i Ry x R,? Hvilke av underrommene Ly
er innbyrdes homeomorfe?

Oppgave 3.

a) Anta at W er et lineeert underrom av et normert vektorrom V. Avs-
tanden fra et punkt = € V' til W er gitt ved d(z, W) = in‘l/‘V |z — wl].
we

Vis at da gjelder d(rz + w, W) = |r|d(z, W) for r € R og w € W.

b) Forklar hva som menes med at to normer i et vektorrom er ekvivalente.
Vis at ethvert normert vektorrom av endelig dimensjon er komplett.

¢) Anta at W er et linesert underrom av endelig dimensjon i et normert
vektorrom V. Vis at W er lukket i V. Vis at for hvert punkt © € V
eksisterer det et punkt y € W slik at d(z, W) = ||z — y||.

d) La V veere et normert vektorrom som er lokalt kompakt. Vis at da er
V' av endelig dimensjon (F. Riesz’s teorem).
Vink: Den lukkete enhetskula B = {v € V : ||v|]| < 1} iV kan dekkes av

et endelig antall apne kuler i V' med radius 1 og sentra ay,...,a,, € V.
La W vere det linesere underrommet i V' utspent av aq, ..., ., og vis
at W =1V,
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