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Oppgave 1

la

(10 poeng) Formuler prinsippet om uniform begrensethet for avbildninger fra
et Banach rom til et normert rom.

1b

(10 poeng) La € veere et normert vektorrom, og la j : Q — Q veere
avbildningen gitt ved j(z)(¢) := @(z) for alle x € Q og ¢ € Q. Vis at
J er en lineger isometri.

1c

(10 poeng) La A vere en delmengde av det normerte rommet €2, og antar
at sup{|¢(a)| | a € A} er begrenset for hvert ¢ € Q*. Vis at A er begrenset,
med andre ord at det fins C' > 0 slik at sup{|ja| | a € A} < C.

1d

(10 poeng) La 2 og A veere normerte rom og T : 2 — A vere en lineser
avbildning. Vi antar at ¢ o T" er kontinuerlig for hvert ¢ € A*. Vis at T er
kontinuerlig.

(Fortsettes pa side 2.)
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Oppgave 2

(10 poeng) La (X, ||-||) veere et Banachrom og la Y, Z veere lukkede underrom
av X slikat X =Y +Z og Y NZ ={0}. For x € X pa formen z =y + z,
hvor y € Y og z € Z, sett ||z||1 = ||ly|| + ||2]|. Vis at || - |1 er en ny norm pa
X, og begrunn at det fins C' > 0 slik at ||z||; < C||z| for alle x € X.

Oppgave 3

La (2, A, u) veere et endeligt malrom, og antar at Ay er en o-algebra av
delmengder av Q slik at Ay C A (med andre ord, A € Ay = A € A).

3a

(5 poeng) Betegn vy det nye malet p|4,. (Du trenger ikke vise at dette er et

mal). Vis at
/ gdp = / gdn

for alle Ag-malbare funksjoner g : Q — [0, o0o].

3b

(5 poeng) Hvis f: Q — [0,00] er i L'(2, A, i), la vy veere malet pa Ay gitt
ved 1(A) = [, fdu for A e Ay. Vis at 1p < 1.

3c

(10 poeng) Med notasjon som i punktene 3a og 3b, vis at det fins h €
LY(2, Ag, 1), h ikke-negativ, slik at

/fgduz/ghdu
Q Q

for alle Ag-malbare funksjoner g : Q — [0, 0c|. Vis at funksjonen h er entydig
V1-N.0.

Oppgave 4

Betrakt malrommet bestaende av R med Lebesguemalet \ pa Borel o-
algebraen B. La 1 < p < o0, og antar at f € LYR,B,\) og g €
LP(R,B, ). For x € R, sett (g f)(x) = [z9(x —y)f(y)d\(y), og sett

) = Jglg(z —y)f(y )| dA().

(Fortsettes pa side 3.)
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4a

(10 poeng) Forklar hvorfor h er Borel malbar. La ¢ veere det positive tallet
slik at 1/p 4+ 1/q = 1. Vis at for enhver funksjon k& € LI(R, B, \) slik at
k]|, < 1, det gjelder at

| / W )k(x) dA@)] < 1L ]lgll,.

(Vink: Bruk Tonelli og Hélder’s ulighet.)

4b
(10 poeng) Begrunn at h € LP(R, B, \) og

1], = sup| / h(e)k(z) dA)] | [k]l, < 1.

4c
(10 poeng) Konkluder at |lg * f|l, < [|fl1llgll-
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