Obligatorisk oppgave i MAT4410, hgst 2025
Lgsningsforslag

Oppgave 1.

La Py; : H — H vere den ortogonale projeksjonen pa M, og tilsvarende Py : H — H
veaere projeksjonen pa N. Gitt ¢ € H, vi vet at Py(x) = xpr + x50, hvor ) € M er
beste approksimasjon til z i underromet M. Merk at mengden Pp(N) er et underrom
av H som er lik med {zj; | x € N}. Siden M er endelig dimensjonalt, er Py/(N) ogsa
endelig dimensjonalt, og siden dim(M) < dim(V) eksisterer det = € N slik at x # xy, sa
xpsL # 0. Dette betyr, at

(I — PM)PNJI = (I - PM)a: = TpL 75 0,
hvilket medfgrer pastanden i oppgaven.

Oppgave 2. La T veaere kompakt og selv-adjungert pa et uendelig dimensjonalt Hilbertrom.
Av spektralteoremet for kompakte, selvadjungerte operatorer, finnes det en folge {\;}; av
egenverdier til T' og en folge {w;}; slik at w; er en egenvektor hgrende til egenverdien A;,

for hvert j, og i tillegg danner {w;}; en ortonormal basis for T'(H). Det gjelder, at for
hver z € H er

(o.9)
Tx = Z iz, wj)w;,
j=1
som er pa den gnskede form siden Y 72, [); (z,w;)]* < ||z||*> < co. Omvendt, vi lar nu
y = > Ajajwj, hvor 3. laj|? < oo. Det folger av denne antakelsen at vi kan definere

z € H ved x =3 ;5 ajw;. Av kontinuitet av T er

o0
Tr = Zaj)\jwj =1q.
j=1
Vi antar nu, at T'(H) er uendelig dimensjonalt. Vi skal vise, at T'(H) er et ekte underrom
av T'(H). Det holder a vise eksistens av et y € T(H)\T(H). Av spektralteoremet danner
{\;}; en (uendelig) folge som konvergerer mot 0. Av forste del av oppgaven er det nok a
finne en tallfglge {;};>1 slik at

oo
Z ’Ozk)\k‘Q < 00
k=1

mens >, |ag|? ikke konvergerer. Vi kan for hvert j > 1 finne n; > j slik at
1

7

og, i tillegg, nj;1 > n;. Dette gir en folge n; — oo for j — co. Sett

|>\nj| <

1 m
a’nj = \/7—] 0g Ym = Zlanj)\njwnjam 2 1.
‘7:

Da er {ym}m C T(H), men limy, o0 Y ¢ T(H) siden > 22, |an, 2 dominerer den diver-
gente rekken L
J



2

Oppgave 3.

For a vise (a), vi antar at pastanden ikke gjelder. Dette sier, at vi kan velge en folge
{zn}tn>1 1 (ker(I — 7)) slik at [|(I — T)zn| < L|2,]|. Ved & erstatte @, med ||2,[ "2y,
antar vi at ||zy| = 1 for hver n > 1. Vi far dermed, at folgen {T'x,, — x5, },> konvergerer
med grense lik 0. Siden 7" er kompakt, finnes det en delfglge {x,, }i slik at

{T'zp, }r>1 konvergerer.

I alt far vi, at {x,, }x og {Tzn, }r begge konvergerer, mot ngdvendigvis samme grense,
kall dette z. Siden {wy, }; er inneholdt i (ker(I —T'))*, som er et lukket underrom av H,
far vi x € (ker(I — T'))*. Samtidig,

(I =T)z = lim (z,, —Txy,,) =0,
k—o00

som medfgrer z € ker(I—T)N(ker(I—T))*, altsa gjelder 2 = 0. Dette er en motstrid, siden
|z|| = lim ||y, || = 1. Vi konkluderer med at det eksisterer ¢ > 0 slik at ||({ —T")z|| > ¢||z||
for alle z € (ker(I — T))+.

For a vise utsagn (b), la {y,}n>1 veere en folge i (I — T)(H) som konvergerer mot et
y 1 H. Vi trenger a vise, at y € (I — T)(H). For hvert n > 1 finner vi et z,, i H slik
at ¥, = (I — T)zy,. Siden (ker(I — T))* er et lukket underrom, for n > 1 kan vi skrive
Ty, = 2y + wy, med z, € ker(I —T) og w, € (ker(I —T))*. Dette medfgrer

Yn=UI—-T)xn=UT—=T)(zn)+ I —T)(wy) = (I —T)wy,

for hver n > 1. Ved bruk av (a), ser vi at ||wy, — wp|| < e |yn — ym]| for alle n,m > 1, sa
folgen {wy, }, er Cauchy siden {y,} er Cauchy (da den er konvergent). Det folger at {w,}
er konvergent mot en grense w € H. Vi konkluderer, at (I — T)w = lim, (I — T)(w,) =
lim,, y, = y, som beviser at (I —T)H er lukket.

Vi antar nu, at ker(I —7") = {0}, som betyr at 1 ikke er en egenverdi til T". Vi skal vise,
at (I — T)(H))* = {0}.

La M = (I —T)(H), som vi vet er et lukket underrom av H. Antar at M+ # {0}. Det
finnes 21 € M+, 21 # 0, og vi kan anta ||z1]| = 1. Sett y = (I — T)x; € M. Siden M er
lukket, er ogsa N := (I —T)(M) lukket. Vi har en entydig dekomposjon over H = N@ N+

Yy = (I_T>y1 + x2,

hvor 43 € M og x3 € N*+. Daer my = (I — T)(z1 — 1) € M. 1 tilfelle at x5 = 0 vil
(I =T)(x1 —y1) = 0, og av antakelsen om kjernen vil dette medfplge, at x; —y; = 0, som
er umulig siden y; € M og x; € M+ \ {0}. Dermed er x5 # 0 og x5 € N+ N M. Vi kan
anta ||zs| = 1. Nu bruker vi Pythagoras, hvor 21 € M+ og det resterende leddet er i M,
og far

1Ty = Ta1 || = ||lz1 — (w2 = (I = T)(22) — (I = T)(@1))[* = [lo1|® + [|2]* > 1.

Ved induksjon danner vi en fglge av lukkede underrom (I — 7')"(M) som er avtagende,
nemlig (I — T)"TY(H) C (I — T)"(H), og en folge {x,}, av enhetsvektorer slik at {T'z,}
ikke kan ha noen konvergent delfglge. Siden {x,} er begrenset, er dette i motstrid med
antakelsen om at T er kompakt.

Vi konkluderer, at ((I —T)(H))* = {0}, som var det vi skulle vise.
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Oppgave 4. (a) La {u;};en veere en ortonormal basis for H bestaende av felles egenvek-
torer til operatorene S,T" 1 B(H). Antar, at Su; = p;ju; og Tu; = Aju; for hvert j > 1.
Da er

STUj = S(/\ju]') = )\jijj = pj)\ju]' = T(ijj) = TSUj

for alle j > 1. Siden {u;}; er en ortonormal basis og S,T" er begrenset, det fplger at
ST =TS.
For (b), antar at S,T er kommuterende selvadjungerte kompakte operatorer. Vi skal
vise at det finnes en ortonormal basis til H bestaende av felles egenvektorer til S og T
La X\ vaere en egenverdi til 7" slik at A # 0 og la E\(T") = ker(T" — AI) veere tilhgrende
egenrom. (Tilfellet T'= 0, eller ker(7") = H, lgses ved a velge en ortonormal basis for S.)
For hver u € E)\(T) har vi, at

Su=A"1(S(\u)) = A"HSTu) = A" HT'Su),

sa Su € E)\(T). Dette sier, at E)\(T) er et invariant underrom for S, sa vi kan betrakte
restriksjonen, som fortsatt er en kompakt-selvadjungert operator,

S’EA(T) : E/\(T) — E)\(T>

Antar, at A1, Ao, ... er en enumerering av alle distinkte ikke-null egenverdiene til T". Sett
Ej := E), (T) for k > 1. Ved anvendelse av spektralteoremet pa Sy, restriksjonen av S til
underrommet Ej, kan vi velge en ortonormal basis By for Ej bestaende av egenvektorer
til Sy, som er egenvektorer for bade S (da Sy, er restriksjonen av S) og for T' (da ikke-null
elementer i Fj, er egenvektorer til T'). Da er unionen £ := UyBj en ortonormal basis for
T(H). I tilfelle av, at ker(7) = 0 er £ en ortonormal basis for H med gnsket egenskap.
Antar, at ker(T') # {0}. Det gjenstar a finne en ortonormal basis &’ for ker(7T') som bestar
av egenvektorer til S. For z € ker(T) er TSx = STx = 0, sa Sz € ker(T'). Dermed
er ker(T) ogsa invariant for S og vi kan finne en slik £ av spektralteoremet anvendt pa
restriksjonen av S til ker(7T').

Oppgave 5. Det er gitt, at T, : H — H, for H = L?([0,1]) og K(s,t) = min(s,t) for
alle (s,t) € [0,1] x [0,1]. Vi skal finne en ortonormal mengde av egenvektorer hgrende
til integral operatoren Tk med kjerne K. Siden K er symmetrisk, er Tk kompakt og
selvadjungert. Spektralteoremet sier, at egenverdiene til Tk danner en uendelig fglge av
reelle tall, med 0 som grense. For & finne egenvektorer, vi lgser Tk f = rf under antakelse
at f € C?[0,1] (vi utnytter, at C2[0,1] er et tett underrom av H). At Txf = rf gir
ekvivalensene

/1 min(x,y) f(y)dy = rf(x), for hvert x € [0, 1];
0

T 1
(1) /0 yf(y)dy—l—:v/ xf(y)dy = rf(zx), for hvert x € [0, 1].

Ved & derivere begge sider av (1) far vi ligningen

1
2) rf(@) = / £(y) dy,
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1]. Tilfellet » = 0 forer
{0} og utelukker 0 som
i (1) far vi betingelsen

og ved a derivere pa nytt far vi rf”(x) = —f(x), hvor z € [0,
til lgsningen f(x) = 0 for alle z € [0, 1], som sier at ker(Tk) =
egenverdi. Vi kan anta, at » #% 0. Ved a sette verdien x = 0
f(0) =0, og av ligningen (2) far vi f/(1) = 0. I alt skal vi lgse

1
u”" + ~u=0,u(0) =4/ (1) = 0.
r

Den karakteristiske ligningen har en dobbelt rot.

Tilfellet 7 < 0 resulterer i dobbelt rot r = (v/—7)~! og generell lgsning u(x) = Ae™ +
xBe"™. Lgser vi denne med de initielle betingelsene gir A = B = 0, som er den trivielle
lgsningen, og dermed ikke en egenvektor. Tilbake er tilfellet » > 0, hvor vi far den generelle

lgsningen
u(z) = C cos (\};11:) + Cysin <\%m>

Lgser vi denne under betingelsene gir C; = 0 og for a utelukke Co = 0 ma vi ha, at

1 us
— =2k+1)-,keZ.
77 = @+ 15, ke

Etter normalisering, far vi det ortonormale systemet

{\}ism <(2k+1)g> ke Z}.



