
Antar, at ker(I − T ) = {0}, og vis at ((I − T )(H))⊥ = {0}.
La M = (I−T )(H), som er et lukket underrom av H fra tidligere. Antar

at M⊥ ̸= {0}. Velg x1 ∈ M⊥, x1 ̸= 0, med ∥x1∥ = 1. Sett y = (I − T )x1 ∈
M . Siden M er lukket, er ogs̊a N := (I − T )(M) lukket. Vi har en entydig
dekomposisjon y = (I − T )y1 + x2, hvor y1 ∈ M og x2 ∈ N⊥. Da er
x2 = (I − T )(x1 − y1) ∈ M . I tilfelle at x2 = 0 vil (I − T )(x1 − y1) = 0,
og av antakelsen om kjernen gir dette, at x1 − y1 = 0, som er umulig siden
y1 ∈ M og x1 ∈ M⊥. Dermed er x2 ̸= 0 og x2 ∈ N⊥ ∩ M . Vi kan anta
∥x2∥ = 1. Nu bruker vi Pythagoras, hvor x1 ∈ M⊥ og det resterende leddet
er i M , og f̊ar

∥Tx2−Tx1∥2 = ∥x1−(x2−(I−T )(x2)+(I−T )(x1))∥2 = ∥x1∥2+∥z1∥2 ≥ 1.

Ved å gjenta dette oppn̊as en motstrid med antakelsen om at T er kompakt.
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