UNIVERSITETET | OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MA 252 — Mangfoldigheter.
Eksamensdag;: Onsdag 4. desember 2002.
Tid for eksamen: 09.00 - 15.00.

Oppgavesettet er pa 2 sider.
Vedlegg: Ingen.
Tillatte hjelpemidler: Ingen.

Kontroller at oppgavesettet er komplett
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Oppgave 1.

La N og P vere glatte mangfoldigheter av dimensjon nogpogla f: N — P
veere en glatt avbildning. La ¢ = (91, ...,1,) veere et kart i P sentrert i et
punkt f(a), og definer @ C P ved likningene 11 =0, ..., ¢y = 0.

a) Forklar at @ er en undermangfoldighet av P. Hva er dimensjonen?

b) Forklar at om avbildningen ¢’ o f med komponenter ¢, o f, ... W,o f
har rang ¢ i punktet a, sa er f~'Q en undermangfoldighet av N i en
omegn om a. Hva er dimensjonen?

Oppgave 2.

La M (n) veere vektorrommet av n x n-matriser og Sym(n) undervektorrom-
met av symmetriske matriser. La videre O(n) C M (n) vaere undermengden
av ortogonale matriser (A'A = I).

a) Forklar kort at avbildningen f : M(n) — Sym(n) gitt ved
F(X) = XX

er glatt og beregn den deriverte f/(A; X) = df 4(X) for vilkarlige A, X €

b) Vis at f er submersiv i hvert punkt A € O(n) og at O(n) er en under-
mangfoldighet av M(n). Hva blir dimensjonen av O(n)?

(Fortsettes side 2.)
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¢) Bestem tangentbunten til O(n) som underbunt av produktbunten
O(n) x M(n) — O(n). Hva blir tangentrommet 7O (n); der I er iden-
titetsmatrisen?

Oppgave 3.

La p: R x R? — R vaere polynomet

p(t,y) =t* —yit + o

der t og y1,ys er standardkoordinatene i R og R?, og y = (y1,%2). La W C
R x R? vaere gitt ved likningen p = 0.

a) Vis at W er en glatt undermangfoldighet av R x R?, diffeomorf med
R2.
b) La o : R* — R? veere avbildningen
o1(x1,22) = 21 + 2
02(71,72) = 2129

Gi planet R? en orientering og vis at graden til o er veldefinert og lik
0. Hvorfor er det likegyldig hvilken orientering vi velger?

Oppgave 4.

a) Vis at det fins en glatt avbildning
H:(R"—0)xR—=R"—0
slik at H(z,0) = 2 og H(z,1) = z/|z|, der |z|* = 2% + - - - + 22.

b) La i : S"' — R"™ — o vaere inklusjonsavbildningen av enhetssfaeren
lz| =11iR"—0 (n>1),0glar:R"—o0 — S"! vere retraksjonen
r(z) = x/|z|. Forklar at i* : H*(R™ — o) — H*(S™!) er en isomorfi
med invers r* for alle k =0,1,....

c¢) En glatt 3-form w pa R* — o er gitt ved

w = (3x?sinw + y e*)dx A dy A dz + (2° cosw + y"")dy A dz A dw

der z,y, z,w er standardkoordinatene i R* — 0. Avgjgr om w er lukket,
eksakt eller ingen av delene. Begrunn svarene.

d) En glatt 1-form w pa R? — o er gitt ved

w= dr + ——=d
x2+y2 x2+y2 Yy

der z,y er standardkoordinatene i R? — 0. Avgjer om w er lukket,

eksakt eller ingen av delene. Begrunn svarene.
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