
Se Eilenberg–Steenrod (1952), chapter V, section 13 eller Spanier (1966), chapter 4,
section 2, særlig for oppgave 4 nedenfor.

La C∗ = (Cn, ∂n)n∈Z være et kjedekompleks av abelske grupper. Betrakt de korte
eksakte sekvensene

0 → Zn := ker(∂n)
in−→ Cn

jn−→ Bn−1 := im(∂n) → 0 .

Oppgave 1: Vis at dersom C∗ er et fritt kjedekompleks (hver Cn er fri), s̊a splitter
disse sekvensene, dvs. det finnes homomorfier rn : Cn → Zn og sn : Bn−1 → Cn

med rnin = id, inrn + snjn = id og jnsn = id.

Oppgave 2: Vis at dersom sekvensene splitter og C∗ er eksakt (Hn(C∗) = 0 for
alle n), s̊a er C∗ kjedekontraktibelt, dvs. det finnes en kjedehomotopi 0 ≃ idC∗ .

La X∗ og Y∗ være kjedekomplekser. Gitt en kjedeavbildning f : X∗ → Y∗, la av-
bildningskjeglen Cf∗ være gitt ved Cfn = Xn−1 ⊕ Yn og

∂n(x, y) = (−∂n−1(x), ∂n(y) + f(x)) .

Vi sier at f er en kvasiisomorfi dersom Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y ) er en isomorfi for
alle n ∈ Z. Vi vet fra tidligere at dersom f er en kjedehomotopiekvivalens, s̊a er
den en kvasiisomorfi.

Oppgave 3: Vis at Cf∗ er et kjedekompleks, og at det er en lang eksakt sekvens

· · · → Hn(X)
Hn(f)−→ Hn(Y ) −→ Hn(Cf∗) −→ Hn−1(X) → . . . .

Oppgave 4: Vis at dersom Cf∗ er kjedekontraktibelt, s̊a er f : X∗ → Y∗ en kjedeho-
motopiekvivialens.

Oppgave 5: Utled at hvis f : X∗ → Y∗ er en kvasiisomorfi mellom frie kjedekom-
plekser, s̊a er f en kjedehomotopiekvivalens.

Oppgave 6 (hvis for mye tid): La R = Z/4. Kjedekomplekset C∗ med Cn = R og
∂n(x) = 2x for alle n ∈ Z og x ∈ R er fritt og eksakt som kompleks av R-moduler.
Vis at C∗ ikke er kjedekontraktibelt i denne kategorien, slik at resultatet i oppgave 5
ikke gjelder dersom abelske grupper erstattes med R-moduler.

Oppgave 7: (hvis alt for mye tid): Vis at dersom R i stedet er en ring med endelig
global dimensjon, s̊a gjelder resultatet i oppgave 5 for kjedekomplekser av frie (eller
projektive) R-moduler.

Se Dold, §3, side 287, for hvordan denne homologiske dimensjonsbetingelsen kom-
mer til nytte her.
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