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Uke 10

I stedenfor a gi denne oppgaven som en del av det obligatoriske opp-
gavesettet, gir jeg den som ukeoppgave med ekstra lang forberedelsestid.

Definisjon

Et filter pa w er en familie F C P(w) slik at
)weFADgF.
i) Xe FAYeF=XNnY eF.
i) XeFAXCYCw=YeEF

Hvis vi i tillegg har at X € FV (w\ X) € F for alle X C w, sa sier vi at F
er et ultrafilter.

Oppgave 1

Vis at det finnes et ultrafilter F pa w hvor alle X € F er uendelige.
(Dette er en standard konsekvens av utvalgsaksiomet.)

For resten av dette settet, lar vi F veaere ultrafilteret fra Oppgave 1.

Definisjon

La V¥ veere klassen av alle funksjoner med w som definisjonsomrade.
Vi definerer relasjonene = og E pa V* ved

f=gelkew]| f(k)=gk)} e

fEge{kew]| f(k)eglk)} eF.



Oppgave 2
Vis at vi ikke kan ha at f = g og f F g samtidig.

Hvis @ er et utsagn i spraket til mengdelseren, lar vi ®* veere utsagnet vi far
ved a

e Frstatte alle forekomster av = med =.
e FErstatte alle forekomster av € med E.
e Erstatte alle kvantorer dz og Vax med dz € V« resp. Vo € V“.

Hvis ®(z1,...,x,) er et utsagn med fri variable blant z1,...,x, og fi,..., fa
er fra V¥, sier vi at

Ve EO(f1, ..y fn)
nar ®*(fi,..., f,) holder.

Oppgave 3

La ®(xq,...,x,) veere et utsagn med hgyst 1, ...,z, friogla fi,..., f, veere
fra V¥,

Bruk induksjon pa oppbygningen av ® til a vise at fglgende er ekvivalente:

LV EO(fi,..., fa)
2 {k |V E (K) ..., fulk))} € F.
Oppgave 4
Vis at det finnes en folge { f,}neo fra V¢ slik at vi for alle n € w har at

- V¥ = f,, er et ordinaltall.

- fn+1 E fn

Drgft hva dette betyr for forholdet mellom var matematiske intuisjon og det
vi kan aksiomatisere.

Dag Normann



