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Oppgave 1.

Et hastighetsfelt v = vxi + vyj + vzk er gitt som gradienten til et potensial
φ = xyz.

a) Regn ut hastighetsfeltet v, og finn virvlingen og divergensen til v.

Vi betrakter n̊a en lukket over-
flate σ gitt ved likningen

x2 + 1
2
y2 + 2z2 = 1.

Denne overflaten har formen
til et deformert kuleskall som
vist i figuren:

b) Finn et uttrykk for enhetsnormalvektoren n til overflaten slik at n
peker vekk fra origo.

(Fortsettes side 2.)
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c) Vis at overflaten σ kan parametriseres med to vinkler θ og ψ ved hjelp
av formlene

x = sin θ cosψ

y =
√

2 sin θ sinψ

z =
1√
2

cos θ

for 0 ≤ θ ≤ π og 0 ≤ ψ ≤ 2π.

Uttrykk enhetsvektoren n fra punkt b) parametrisert ved hjelp av vink-
lene θ og ψ.

d) Regn ut, p̊a enklest mulig måte, fluksen av v ut av det deformerte
kuleskallet σ.

Oppgave 2.

Vi betrakter plan strøm som er divergensfri og virvelfri overalt utenom sin-
gulære punkter. Et hastighetspotensial er gitt ved en sum av to ledd φ =
Ux+ U ln

√
x2 + y2.

a) Gi navn til feltene representert ved første og andre ledd i uttrykket for
φ, forklar kort (med ord og skisse) hva de representerer, og identifiser
eventuelle singulære punkter.

I resten av denne oppgaven skal vi bruke plane polarkoordinater (r, θ) hvor
r er avstanden fra origo og θ er vinkelen med x-aksen.

b) Regn ut hastighetsfeltet v = vrir + vθiθ. Finn strømfunksjonen ψ.

c) Det finnes en strømlinje som skiller strømningene assosiert med første
og andre ledd i uttrykket for φ. Vi skal finne en formel for denne
spesielle strømlinjen ved følgende framgangsmåte: Finn først et stag-
nasjonspunkt til strømfeltet, v = 0. Finn deretter strømlinjene som
g̊ar igjennom dette stagnasjonspunktet. Skisser strømfeltet og indi-
ker stagnasjonspunktet og den spesielle strømlinjen som skiller de to
strømningene.

Formler: ∇φ = ∂φ
∂r

ir + 1
r

∂φ
∂θ

iθ, ∇ · v = 1
r

∂
∂r

(rvr) + 1
r

∂vθ

∂θ

(Fortsettes side 3.)
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Oppgave 3.

Vi skal betrakte hastighetsfeltet til en ka-
rusell, dvs. rotasjon som et fast legeme,
v = ω × r, hvor ω = ω(t)k er vinkel-
hastighetsvektoren og r = xi + yj er en
posisjonsvektor relativt til rotasjonsaksen.
Vi skal la vinkelhastigheten ω(t) være en
funksjon av tiden slik at vi kan studere hva
som skjer n̊ar karusellens omdreiningshas-
tighet endrer seg. En person klamrer seg
fast p̊a karusellen i en avstand |r| = R fra
omdreiningsaksen, som vist p̊a figuren:

y

x

R

a) Regn ut virvlingen og divergensen til v. Diskuter om v er et potensial-
felt, og finn i s̊a fall potensialet φ. Diskuter om v har en strømfunksjon,
og finn i s̊a fall strømfunksjonen ψ. Undersøk om |r| = R er en
strømlinje.

b) Regn ut sirkulasjonen Γ rundt en sirkel med radius |r| = R. Gjør
denne utregningen som et kurveintegral. Kontroller svaret ved hjelp av
Stokes sats.

c) Vi skal n̊a betrakte karusellen mens den spinner opp fra ro til full
omdreiningshastighet i løpet av en tid T . Vi benytter en svært forenklet
modell

ω =
ω0t

T
k for 0 < t < T

Akselerasjonen til personen er gitt ved den materielt deriverte (partik-
kelderiverte) av hastighetsfeltet,

a =
Dv

dt
=
∂v

∂t
+ v · ∇v.

Regn ut akselerasjonen i tidsintervallet 0 < t < T , og angi retning og
størrelse til lokal og konvektiv akselerasjon.

SLUTT


