Fasit til eksamen i MEK1100 1. juni 2006
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b) La B(z,y,2) = 2 + %yz + 222, Overflaten o er da gitt ved 3 = 1. Gradienten til 3 star
normalt pa overflaten o. En enhetsnormalvektor far vi slik

V3 _ 2xi+yjg +4zk

n—= — =
IVBlls=1 /422 + 42 + 1622

Deretter ma vi undersgke om den enhetsnormalvektoren vi har funnet peker vekk fra origo.
Dette gjores best ved a legge merke til at 3 gker nar vi gar vekk fra origo, derfor peker V3
vekk fra origo. Det kan eventuelt ogsa aksepteres a regne ut n i ett eller flere punkter pa
overflaten og se at n faktisk peker vekk fra origo.

B=1

c¢) Vi skal vise at dersom vi substituerer inn vinklene 6 og v i § sa blir verdien til g lik 1.

1 1 2
(sin @ cos )% + i(ﬁsinﬂsin )% +2 <ﬁ cos 9) = sin?  cos? 9 + sin? @ sin® ¢ 4 cos? #

= sin? f(cos? ¢ + sin? ¢)) + cos® f = sin? 0 + cos? § = 1
Dernest kan det nevnes med ord at med den gitte parametrisering og de gitte intervallene for
0 og v sa dekker vi alle mulige retninger ut fra origo av samme grunn som for kulekoordinater.

For & parametrisere m med 6 og v, sa legger vi merke til at betingelsen § = 1 allerede er
identisk oppfylt sa vi trenger kun betrakte

" 2sin @ cos i + v/2sin O sin g + 2v/2 cos Ok B V/2sin 0 cos i + sin @ sin ¥ + 2 cos Ok
V4 sin? 0 cos? 1) + 2sin? O sin® ¢ + 8 cos? 0 Vsin? 0 cos2 ¥ + 3cos2 6 + 1

Det er mange mater a uttrykke dette svaret, og alle er forsavidt like riktige.

d) Fluksen av v ut av overflaten o er fg v - nndo hvor vi allerede har regnet ut n ovenfor. Vi
bruker Gauss sats og drar fordel av at feltet er divergensfritt

/v~ndo:/V-vdT:/OdT:0

Oppgave 2

a) Potensialet ¢ = Ux representerer uniform strgm med hastighet U i positiv z-retning, v = Ut.
Feltet har ingen singuleere punkter.
Potensialet ¢ = U ln /22 + y? representerer utgaende strgm fra en punktkilde i origo, v =

zityj _
UZ2+y2 -

U ’TT Feltet har et singulsert punkt i origo.



b) Forst uttrykker vi det fulle potensialet i polarkoordinater (x = rcosf og y = rsin )
¢=Urcosf+Ulnr.

Sa tar vi gradienten

1
vV = Vb + vgtg = V¢ = U(cos 0 + —)i, — U sin Oy
r

Strgmfunksjonen 1 lgses fra differensiallikningene v, = —%% og vy = g—’f. Lgsningen er

Y =-Ursinf — Ul +c
hvor ¢ er en vilkarlig konstant.

c) Stagnasjonspunktet hvor v = 0 er gitt ved likningene U(cosf + 1) = 0 og —Usinf = 0.
Fra den andre likningen finner vi to lgsninger for 6, nemlig § = 0 og # = 7. Den fgrste
likningen har ingen lgsninger for € = 0, men for § = 1 finner vi »r = 1. Det finnes altsa ett
stagnasjonspunkt

(r=1,0=m) som tilsvarer (x=-1,y=0)

La oss regne ut verdien til strgmfunksjonen i stagnasjonspunktet ¢ = —Umn + ¢, og dermed
vet vi at likningen til strgmlinjene som gar igjennom stagnasjonspunktet er

rsinfd+0=m

Etter a ha stirret pa denne likningen en stund ser vi at det finnes én lgsning # = 7 som er
den negative delen av z-aksen. Videre finnes det en annen lgsning y = 7 — 6. Hvordan denne
andre lgsningen ser ut finner man lettest ut ved a legge merke til at den har asymptote y = 7
nar 6 — 0, den har asymptote y = —7 nar 6 — 27, den har verdi y = n/2 nar 6 = /2,
den har verdi y = —m/2 nar 6 = 37/2, og den gar selviplgelig igjennom stagnasjonspunktet.
Dette er en slags liggende “U” som apner seg mot hgyre, og som skiller strgmningen ut fra
punktkilden i origo fra den uniforme strgmningen mot hgyre.

Oppgave 3
a) Forst finner vi et uttrykk for hastigheten
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Virvlingen er ulik null, sa feltet er ikke et potensialfelt.

Sa beregner vi divergensen

O(—wy)  O(wx)

V-v= + =0
ox Oy
Siden feltet er to-dimensjonalt og er divergensfritt, sa har det en strgmfunksjon 1 gitt ved
likningene v, = —wy = —g—;ﬁ 0g Vy = Wx = g—f. Fra disse likningene finner vi

1
¥ =gw@® +y?) +e



hvor c er en vilkarlig konstant.

Se pa |r| = /22 + y2 = R. Dette er en sirkel med radius R og for denne sirkelen ser vi at
strgmfunksjonen har en konstant verdi. Fglgelig er dette en strgmlinje.

I'= ?{ v-dr
[7|=R

Integrasjonskonturen kan parametriseres med en vinkel 0 < 6 < 27 med formen r(6) =
R(cosfi+sinfj), og dermed finner vi dr = R(—sin8i+cos65)df. Videre ser vi at pa sirkelen
er v = wR(—sin#i + cosfj). Dermed finner vi at skalarproduktet v - dr = wR?(sin® 6 +
cos? 0)df = wR?df. Na er det enkelt & regne ut sirkulasjonsintegralet

Sirkulasjonen er

27
F:j{ v-dr:/ wR?d6 = 27w R?
|7|=R 0

La oss kontrollere svaret med Stokes sats (husk at vi fant virvlingen ovenfor)
r= 7{ v-dr= / 2wdo = (2w)(TR?) = 21w R?
[7|=R r<R

Lokal akselerasjon
ov wWo ( i n )
= 0 T
ot — T ST
Denne ser vi har samme retning som v, altsa i fartsretningen. Stgrrelsen er

v
ot

_W0 s Wbt
T VYT =

Konvektiv akselerasjon

v-Vou= <wy% + wx%) (—wyi + wrj) = —w?yj — w?ai = —w? (i + yj)

Denne ser vi er rettet inn mot sentrum. Stgrrelsen er

lv-Vo| =w’R
Den totale akselerasjonen er
a= a—v—l—v Vo = @(— i+ xj) — w?(zi+ yj)
= ot =TT Y J Y



