Forelesning 12/4-2018 ved Karsten Trulsen

Bevaring av bevegelsesmengde — Newtons andre lov
Newtons andre lov sier at et legeme med masse m som blir pavirket av en total
kraft F' vil fa en akselarasjon a i henhold til likninga

F =ma. (1)

Likninga over introduseres i elementeere kurs i fysikk. Vi skal her se hvordan den
omformuleres for anvendelse pa et fluid.

Eulers likning — Newtons andre lov for ideelt fluid

I virkeligheten er friksjon pa grunn av viskositet viktig for bevegelsen til et fluid.
Vi skal i det folgende se bort fra viskositet og friksjon. I sa fall sier vi at fluidet er
ideelt, og likninga vi ender opp med til slutt kalles Eulers likning.

Dersom vi hadde tatt med viskositet og friksjon hadde vi endt opp med Navier—
Stokes likning. Dette gjores i emnet MEK2200.

I det folgende begrenser vi oss til to typer krefter: trykkraft og tyngdekraft.

Newtons andre lov anvendt pa fluidpartikkel

Vi betrakter na en fluidpartikkel som beveger seg, og ikke et fastholdt kontroll-
volum!

La fluidpartikkelen ha masse m, volum V avgrenset av overflate S, tetthet p = 1%,
hastighet v og akselerasjon a.

Vi antar i tillegg at fluidpartikkelen er del av et kontinuerlig medium med masse-
tetthet p(r,t) og at mediet beveger seg med hastighet v(r,t). I sa fall vet vi at
relasjonen mellom partikkelakselerasjonen og fluidhastigheten er a = %.

Summen av alle krefter som virker pa fluidpartikkelen er gitt ved trykkraft og

tyngdekraft
F=— / pndo + mg
S

Dersom vi starter med Newtons andre lov (|1)

ma:—/pnda—l—mg
S

og benytter uttrykket for partikkelderivert pa venstre side, og benytter Gauss sats
pa hgyre side, sa far vi

m(a—v+v-Vv) :—/Vpd7'~|—mg
ot v

Dersom vi na husker at fluidpartikkelen er infinitesimal, s& innser vi at voluminte-
gralet er lik integranden multiplisert med volumet V. Vi bruker at p = % og far

v
Eulers likning

ov 1
E%—v-Vv-—;Vp—l—g



Alternativ utledning: Bevaring av bevegelsesmengde i et fastholdt kon-
trollvolum

Advarsel: Denne alternative utledningen kan oppfattes som komplisert, ungdven-
dig komplisert i forhold til utledningen ovenfor, i sa fall kan man se bort fra denne.

I elementeere kurs i fysikk leerer man at endringen i bevegelsesmengde mw til en
partikkel med masse m er lik den totale krafta F' som virker pa partikkelen.

Na skal vi betrakte et fastholdt og vilkarlig kontrollvolum V' avgrenset av en
lukket flate S og gjgre regnskap for den totale bevegelsesmengden innenfor kontroll-
volumet. Det er to arsaker til at den totale bevegelsesmengden kan endre seg innenfor
kontrollvolumet, delvis fordi det strommer fluid med bevegelsesmengde gjennom fla-
ten S og delvis fordi det virker krefter pa fluidet innenfor kontrollvolumet.

Tettheten av bevegelsesmengde er pv. Den totale integrerte bevegelsesmengden

innenfor V er
/ pvdr
1%

Endringen av den totale bevegelsesmengden per tid er

d

0
T vadT_/va(pv)dT

Flukstettheten av bevegelsesmengde er gitt ved (pv)v = pvwv som er et dyadisk
produkt. Den integrerte fluksen av bevegelsesmengde ut gjennom den lukkede flaten
S (husk at flatenormalvektoren n peker ut av kontrollvolumet) er

/p'vv-nda
S

Den totale trykkrafta som virker pa kontrollvolumet er

—/pnda
S

Den totale tyngdekrafta som virker pa kontrollvolumet er

/ pg dr
14

Det totale regnskapet for bevegelsesmengde kan derfor skrives

d
— pvdT:—/pv'v-nda—/pnda—l—/png
dt Jy s s v

Dersom vi bruker Gauss sats for & omgjore fluksintegralene til volumintegraler,
og samler alle ledd pa venstre side, far vi

/V{%(pv) +V - (pvv) +Vp_pg} dr —0

Ettersom kontrollvolumet er vilkarlig kan ikke verdien til dette integralet avhenge
av formen eller stgrrelsen til kontrollvolumet, og fglgelig ma vi ha

0
5;(Pv) + V- (pvv) +Vp —pg =0



Dette uttrykket kan ekspanderes

0 0
8—§?v+pa—;}+'v'u-Vp+p'vV-v—|—pv-Vv+Vp—pg:0
og vi legger merke til at kombinasjonen forste & tredje & fjerde ledd er kontinuitets-
likninga, derfor kan vi forenkle til

v
P ot

som er identisk med Eulers likning som ble utledet ovenfor.

+pv-Vo+Vp—pg=0

Eksempel: Stillestaende fluid v =0
Eulers likning reduserer seg na til

Vp = pg

Dersom vi antar at z-aksen peker oppover, sa har vi g = —gk, og vi far pa kompo-
nentform

o’ _g 2_, o__
or oy 9.

Dersom tettheten er konstant har vi lgsningen

P =DPo— pgz
hvor py er en konstant. Dette er formelen for hydrostatisk trykk.

Grensebetingelse der hvor vann mgter luft

Tenk pa et glass med vann, eller en innsjg. Vi skal utlede en betingelse for trykket
pa grenseflaten der hvor vann mgter luft. Vi gjor dette ved hjelp av et passende
kontrollvolum. La kontrollvolumet strekke seg langs grenseflaten slik at den ene
siden av kontrollvolumet er i luft og den andre siden er i vann. La disse to sidene har
areal A og flatenormalvektorer henholdsvis m og —n hvor vi tenker oss at n peker
fra vann mot luft.

La trykket i lufta veere py og trykket i vannet veere p. I sa fall vil den totale
trykkrafta pa over- og undersiden av kontrollvolumet veere Fy = (p—po)An. I tillegg
kan det virke en kraft fra sidene til kontrollvolumet Fy. Fluidet inni kontrollvolumet
har masse m og akselerasjon a. Newtons andre lov sier i sa fall at F4 + Fs = ma.
Dersom vi na lar tykkelsen pa kontrollvolumet ga mot null, og vi antar at det ikke
er overflatespenning som virker langs overflaten, sa vil bade Fg ga mot null og m ga
mot null. T sa fall har vi utledet at trykket er kontinuerlig pa grenseflaten mellom
vann og luft:

P = Po der hvor vann mgter luft

Eksempel: Trykket i stillestdende vann som er i kontakt med luft
Vi bruker formelen for hydrostatisk trykk. Det enkleste er a la z = 0 der hvor
vannet er i kontakt med lufta. Dersom lufttrykket er py sa er trykket i vannet

P =DPo— pgz



Eksempel: Typisk vindprofil over bakken: Skjserstrgm
Vind som blaser horisontalt over en horisontal bakke kan beskrives ved modellen

v =1,(2)1

Forst legger vi merke til at hastighetsfeltet er stasjoneert, % = 0. S& ma vi

regne ut den konvektive akselererasjonen. Vi starter med v -V = vm(z)%. Deretter

(v-V)v = vx(z)avg—éz)i = 0. Ettersom vi saledes ikke har verken lokal eller konvektiv

akselerasjon, sa star vi igjen med to ledd i Eulers likning

Vp = pg

som er ngyaktig det samme som vi hadde for stillestaende fluid, vi ender altsa opp
med hydrostatisk trykk

P =DPo— pgz
Dette er egentlig et ganske pussig resultat: Vi ender opp med hydrostatisk trykk i
et fluid som pa ingen mate star i ro.

Eksempel: Rgr rundt i en kopp delvis fylt med vann
Anta vi rgrer rundt i koppen slik at vannet beveger seg som en karusell

V=W XTr=—wyt +wrj

hvor vi har latt z-aksen peke oppover, w = wk, og hvor r = zi + yj + zk er en
posisjonsvektor. Forst legger vi merke til at hastighetsfeltet er stasjonsert, 22 = 0. Sa

1o
ma vi regne ut den konvektive akselererasjonen. Vi starter med v-V = —wy(% —i—wxa@y.

Deretter (v - V)v = —w?(2i + yj). Fra Eulers likning har vi n4 folgende bidrag
. . 1
—w (@i +yj) = —Vrtg

som vi lgser pa komponentform

Dtz Loy, Loy
Ox ’ oy ’ 0z

Lgsningen er
2

pw
p="5 (" +y") —pgz+c
hvor ¢ er en konstant.
Na kan vi i tillegg introdusere kontinuitetsbetingelsen for trykket pa den frie
overflaten der hvor vann mgter luft, der ma trykket i vannet veere lik lufttrykket pg.

La den frie overflaten veere gitt ved z = n(x,y). Vi far

2
pw
Po =~ ( 2+ ) — pgn(z,y) +c

hvor ¢ er en konstant. Dermed har vi oppnadd en formel for hvordan den frie over-
flaten i en kopp med karusell-roterende vann ser ut

2

w
z=n(z,y) = Z(ﬁ +4°) + 2

hvor zy er en konstant. Dette er en paraboloide som krummer opp.



