Forelesning 23 den 19/4-2018 ved Karsten Trulsen
Eksperiment “Toricelli” — hvor fort renner vann ut av et kar?

Vi navngir eksperimentet til sere for Evangelista Torricelli (1608-1647) som opp-
daget “Toricellis lov” i 1643. Toricelli var inspirert av Galileo Galilei (1564-1642),
men levde for tidlig til & veere kjent med Newtons lover (Isaac Newton 1642-1726).
Vi har leert om Eulers likning som en tilrettelegging av Newtons andre lov for an-
vendelse pa fluider (Leonhard Euler 1707-1783), og om Bernoullis likning som en
videre tilrettelegging av Eulers likning dersom visse betingelser er oppfylt (Daniel
Bernoulli 1700-1782), og na skal vi se at Toricellis lov fglger fra Bernoullis likning.
Dog ble Toricellis lov ferst oppdaget uten hjelp av Newton/Euler /Bernoulli.

Hvor fort faller en ball?

Forst skal vi se pa en analogi: Vi slipper en ball med masse m som holdes i ro
i en hgyde h over bakken. Ballen treffer bakken med en fart v. Dersom vi kan se
bort fra friksjon i luft, og at ballens bevegelse vil sette lufta i bevegelse, sa ma den
opprinnelige potensielle energien mgh veere lik den kinetiske energien ved nedslag
1

§mv2. Dette gir at nedslagsfarten er

v =1/2gh (1)
uavhengig av ballens masse.

Vann som renner ut av et apent kar

Vart kar er en vertikal sylinder med diameter D = 17 cm, apent i toppen og
lukket i bunnen. Gjennom bunnen er det boret et lite utlgpshull med diameter d = 1
cm.

Den frie overflaten er i kontakt med luft i en hgyde h over bunnen. Vannet
renner ut av utlgpshullet kommer umiddelbart i kontakt med luft. Fglgelig vet vi at
vanntrykket gverst og nederst i vannsgylen ma veere lik lufttrykket.

Overflaten synker med synkefart V', og vi innser relasjonen mellom A og V'

dh
V=, 2

P (2)
(minustegn fordi V' er en positiv fart og hgyden h avtar).

Det kan innvendes at med en fri overflate som synker sa har vi ikke stasjoneere
betingelser. Vi skal anta at overflaten synker sa langsomt at vi i praksis betrakter
eksperimentet som stasjonaert.

Vi kan finne en relasjon mellom synkefarten V' pa overflaten og utlgpsfarten v
pa bunnen ved hjelp av kontinuitetslikninga

0
—p+'v-Vp+pV-v:0 (3)
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Med antakelsen om konstant tetthet faller de to fgrste leddene bort og vi har diver-
gensfri hastighet V- v = 0. Dersom dette integreres i et volumintegral over alt vann



i karet, og vi anvender Gauss sats, far vi at den integrerte volumfluksen gjennom
overflaten er lik den integrerte volumfluksen gjennom utlgpshullet

= (3) - (3)

v:v(§)7 @

Vi har antatt at farten er konstant i tverrsnittet pa overflaten, og konstant i tverr-
snittet 1 utlgpet.

La oss velge en strgmlinje fra overflaten ved z = h til utlgpshullet z = 0. Husk
at lufttrykket er likt p = py begge steder. Fglgelig gir Bernoullis likning at

eller

2 V2
—_ = — h. 5
5= 5 9 (5)
Dersom vi substituerer inn (4) far vi
~ \/2gh. (6)
1 _

Tilnsermingen er meget god for vart eksperiment, med D = 17 cm og d = 1 cm
begar vi en feil i femte siffer!

Vi har na utledet Toricellis lov v = /2gh. Det er egentlig ganske pussig at vi
ender opp med samme resultat som fallfarten til en ball i likning (1)!

Dersom vi uttrykker Toricellis lov ved hjelp av synkefarten istedenfor utlgpsfar-
ten, og vi benytter relasjonen (2) for & eliminere V', ender vi opp med den separable

differensiallikninga
dh (D\?
() = v

Dersom vi integrer fra tiden ¢ty med hgyde hg til tiden £ med hgyde h

[ [va(5) o

o 2 (Vi /o) = —/2g (%)2 At (7)
eller . \/h_o_\/g(%ym
eller

h:ho—\/%(%fAtJrg (%)4(At)2 (8)

hvor At =t — .



Overflaten synker altsa som en parabel med hensyn pa tid.
Vi kan derivere med hensyn pa tid

dh d\? d\*

Overflatens synkefart avtar altsa linezert.

Demonstrasjonsforsgk:
Malingene er lagt inn i et regneark Toricelli.xls.
Beregning I er forste ledd pa hgyre side av (8), beregning II er summen av begge

ledd pa hgyre side av (8), avvik er relativ differanse mellom beregnet og malt Ah.

Hvor stor feil har vi begatt ved & anta at hastigheten er stasjonaer?
Vi starter med Eulers likning

ov 1
EJrU«Vv——;Vp—gk: 9)

og prover a estimere hvor store alle leddene er, spesielt hvor stort det tidsderiverte
leddet er i forhold til de andre.

Mer siden . ..


http://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/MEK1100/v18/undervisningsmateriale/toricelliv18.xls

