Forelesning 26 den 27/4-2018 ved Karsten Trulsen

Mer generelle koordinater

Vi skal na forklare hvordan vi kan benytte andre koordinatsystemer enn de van-
lige kartesiske. I MAT1110 har dette blitt diskutert i forbindelse med koordinat-
transoformer for & lette den tekniske beregningen av flate- og volumintegraler. Vi
skal na gjore dette litt mer generelt og beskrive hvordan vi ogsa kan uttrykke vektor-
differensial-operasjoner som gradient, divergens og virvling i andre koordinater.

Kartesiske koordinater
Forst ma vi bli fortrolig med hva som er de tre viktigste egenskapene til koordi-
natvektorene {1, j, k} som svarer til de vanlige kartesiske koordinatene {z,y, z}.
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Vi kan lage en algoritme for a finne koordinatene: Forst skriver vi uttrykket for
posisjonsvektor
r=xt+yj+zk

Sa betrakter vi en liten forflytning i forhold til posisjonsvektor, dette beskriver vi
ved det totale differensialet

dr = a—de+ﬁdy+a—r
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Regelen for a finne en koordinatvektor blir da:

Vi star pa et sted r, hold alle koordinatene konstant bortsett fra én som
okes litt, hvilken retning beveger vi oss?

Svaret pa dette sporsmalet kan leses ut fra det totale differensialet, og forteller oss
hva som er koordinatvektoren assosiert med en koordinat.
Vi ser for eksempel at
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Nye koordinater uttrykt ved de kartesiske koordinatene.
Vi introduserer nye koordinater {c, 3, v} med tilhgrende koordinatvektorer {2, %, % }.



Vi starter med & uttrykke de gamle koordinatene ved hjelp av de nye. Legg
merke til at dette kanskje oppleves motsatt av hva man skulle ha trodd var riktig
framgangsmate:

r=zxz(a, ,7) y=yl(a,B,7) z=z(a, B,7)

Posisjonsvektor kan na skrives ved hjelp av de nye koordinatene og de gamle
kartesiske koordinatvektorene

r=x(a,B,7)t+yla,8,7)7 + z(, B,7)k

Neste skritt er a bruke oppskriften skissert ovenfor for a finne de nye koordinat-
vektorene. Na er det imidlertid ikke lenger sikkert at de tre partiellderiverte g—;, 3_27 g—:
har enhets lengde, derfor introduserer vi sakalte skaleringsfaktorer
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Enhets koordinatvektorene blir dermed
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Vi skal begrense oss til ortogonale hgyrehandsystemer

Det vil veere ngdvendig a sjekke at koordinatene oppfyller betingelsene for skalar-
og kryssprodukt. I utgangspunktet skulle man tro at det var ngdvendig a sjekke alle
18 elementer i multiplikasjonstabellene for skalar- og kryssprodukt, men heldivis
er det tilstrekkelig a sjekke kun fire betingelser. For & sjekke ortogonalitet er det
tilstrekkelig & sjekke

b g =0, dq-i,=0, dg-i,=0

Dersom ortogonalitet allerede er oppfylt sa er det tilstrekkelig a sjekke ett krysspro-
dukt for a sikre at det er et hgyrehandsystem

To X 13 = 1y
Eksempel: Vis at dersom de fire betingelsene ovenfor er oppfylt, sa er

betingelsene i3 x i, = 1, og i, X 1, = iz allerede oppfylt.
Substituer bort 4. og bruk formelen a x (b x ¢) =ba-c—ca-b.
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Eksempel: Koordinater som ikke er ortogonale.

r=a+B y=Bf 2=~



Dette gir posisjonsvektor r = (a + )i + 83 + vk og
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Vi har 2, - 15 = \/LE som betyr at koordinatene ikke er ortogonale.
Eksempel: Ortogonale koordinater som ikke er et hgyrehandsystem.
r=08 y=a z=7
Dette gir posisjonsvektor r» = f2 + ag + vk og
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Vi har 2, - 23 = 2, - 2, = 13 - 1, = 0 som betyr at koordinatene er ortogonale.
Derimot har vi 2, X 23 = —1., som betyr at dette ikke er et hgyrehandsystem.

Dette er et venstrehandsystem.

Eksempel: Et ortogonalt hgyrehandsystem som er rettlinjet.

r=a+f y=-a+f  z=9
Dette gir posisjonsvektor r = (o + )i + (—a + )7 + vk og
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Vi har 2, - i3 = %4 - 1, = 13 - 2, = 0 som betyr at koordinatene er ortogonale.
Dessuten har vi ¢, x 23 = %, som betyr at dette er et hgyrehandsystem. I tillegg har
vi at alle de nye koordinatvektorene er konstant, uavhengige av koordinatene, som
betyr at systemet er rettlinjet.

Infinitesimalt kurveelement



dr = hgiada + higdB + hoisdy

Gradient
La f veere et skalarfelt. Vi kan finne gradienten til f fra det totale differensialet
(9f é’f of
d —dy + =—dz
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som vi skal kreve er lik den retningsderiverte med gradienten
df =V f-dr

Ettersom vi har begrenset oss til ortogonale koordinater sa er det enkelt & se at
gradienten av en skalar er
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Tilsvarende kan vi skrive uttrykket for del-operatoren

I dette uttrykket tenker vi oss at derivasjonsoperasjonene skal virke mot hgyre for &
anvendes pa det som matte komme til hgyre for del-operatoren.

Flateelement

Et flateelement med form av et parallellogram som spennes ut av to vektorer. Vi
skal la de to utspennende vektorene veere leddene i uttrykket for det infinitesimale
kurveelementet, for eksempel de tre opplagte flatene

hetada X hyigdB = hohgi,dadB
ndo = { hgigdB x hyiydy = hghyiadBdy
heiydy X heiada = hyhgigdyda

Det er verdt a merke seg hvordan dette blir gjort i MAT1110 uten a kreve at ko-
ordinatene er verken ortogonale eller hgyrehandsystem. De ender opp med a beregne
en Jacobi-determinant.

Volumelement

Et volumelement med form av et parallellepiped som spennes ut av tre vektorer.
Vi skal la de to utspennende vektorene veere leddene i uttrykket for det infinitesimale
kurveelementet,

A7 = haiada X hgigdB - hyiydy = hohgh,dadBdy

Det er verdt a merke seg hvordan dette blir gjort i MAT1110 uten a kreve at
koordinatene er verken ortogonale eller hgyrehandsystem. De ender opp med & be-
regne en Jacobi-determinant. Vart produkt av tre skaleringsfaktorer er lik denne
Jacobi-determinanten.



