MEK1100 forelesning 16, 6/3-2019 ved Karsten Trulsen

Gauss integralsats
M 5.1. GF 7.4. LH 6.14.

Vi har tidligere sett at divergensen til et vektorfelt kan uttrykkes som
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Her er S en lukket flate som omslutter et volum V. Flatenormalvektoren n er ret-
tet ut fra volumet. Integralet gir den integrerte fluksen ut av den lukkede flaten.
Grenseoppgangen forteller om feltet har netto utstrgmning gjennom en lukket flate
i grensen at flaten skrumper inn til et punkt.

Na gnsker vi & utvide denne tankegangen til et volum V' av endelig storrelse,
omsluttet av en lukket flate S. Dette kan vi fa til ved & dele opp det opprinnelige
volumet i mange sma biter V,, som er omsluttet av flater 5,,. Sa& kan vi summe-
re opp bidraget over alle bitene. La oss fjerne grenseverdien midlertidig, og la oss
multiplisere med volumet, og ta summen
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I grensen at bitene blir infinitesimalt sma, vil V,,, bli infinitesimale volumelemen-
ter d7, og summen pa venstre side over alle volumene kan uttrykkes som et integral.
Der hvor to delflater S, mgtes vil fluksintegralene kansellere hverandre ut, de vil gi
bidrag som er like i tallverdi og motsatt i fortegn fordi flatenormalvektorene n peker
i motsatt retning. Dermed vil summen pa hgyre side over alle flateintegralene bli lik
integralet over yttergrensen S.
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NB! Obs! Vi ma passe oss for singulariteter i integrasjonsomradene! Om for
eksempel divergensen V - v er singuleer i et punkt sa ma vi ekskludere det punktet
fra integrasjonsomradet V' (med mindre vi aksepterer d utvide funksjonsbegrepet vart
slik at vi er i stand til a representere singulariteten pa et vis).

Dette er Gauss sats.

Eksempel: Integrert fluks av v = ¢ ut av enhetsterning

La de seks sidene veere x = 0, x = 1,y =0,y = 1, 2 = 0 og 2 = 1. De seks
tilhgrende enhets normalvektorene er henholdsvis n = —¢, n =12, n = —3, n = 3,
n = —k og n = k. Det er fluks gjennom kun én av sidene, nemlig x = 1 som har
enhets normalvektor n = 2. Fluksintegralet er lik 1.

Gauss sats gjgr det mulig a la veere a regne ut fluksintegralet eksplisitt, men heller
regne ut volumintegralet av divergensen. Divergensen er V - v = 1. Volumintegralet
av divergensen er derfor lik volumet av enhetskuben, som er lik 1.



Eksempel: v =r = 21+ yj + zk, V kule med radius R rundt origo

Divergensen til v er V- v = 3. Volumintegralet er derfor lik 3 ganger volumet av
kula, 3- 3mR? = 47 R3.

Vi kan uttrykke v som v = ri, hvor r = |r|.

For et kuleskall med radius r = R sentrert rundt origo innser vi at enhetsnor-
malvektor er n = ﬁ = 1,.. Pa kuleskallet har vi v - n = Rz, - ¢, = R. Fglgelig ser vi

at fluksintegralet er lik R ganger arealet til kuleskallet, R - 47 R* = 4w R3.

Eksempel: v =r = 22+ yj + zk, V kule med radius R ikke rundt origo

Divergensen er stadig V - v = 3. Folgelig ser vi at volumintegralet er lik 3 ganger
volumet til kula, 3 - 37 R? = 47 R®, uansett hvor kula er sentrert.

Flateintegralet vil i dette tilfellet veere mye vanskeligere a regne ut. For et kule-

skall med radius R sentrert rundt ry vil enhetsnormalvektor veere n = |:::3|, og vi
far v-n = Tﬁ’:’;? som ikke umiddelbart ser ut til & veere enkelt & integrere over

kuleskallet.
Gauss sats omformet et vanskelig flateintegral til et enkelt volumintegral!

Eksempel: Vektorfeltet i Newtons gravitasjonslov

La : L
. r  wi+yj+zk

2 s (22 + 2 + 22)2
og la V' veere ei kule med radius R med sentrum i origo.

Vi kan regne ut at feltet er divergensfritt V - v = 0 for r» # 0, men betyr det at
volumintegralet av divergensen er lik 07

Pass pal Vilkarlig neer origo peker v vilkarlig sterkt i alle retninger!

Pa kuleskallet » = R har vi n = |:—| = 1, og derfor v-n = %. Folgelig ser vi
at fluksintegralet er positivt og lik 47 fordi arealet til kuleskallet er 47 R?, nemlig
% AT R? = 4.

Kan dette stemme med Gauss sats?

Problemet er at divergensen V - v har en vesentlig singularitet i origo. Singu-
lariteten er vesentlig i den forstand at den pavirker volumintegralet til tross for at
singulariteten er begrenset til ett enkelt punkt. Det er to strategier for a handtere
en slik singularitet:

Den enkleste maten a unnga problemer med singulariteter er a ekskludere de
singuleere punktene fra integrasjonsomradet. Dette er strategien i MEK1100 og i de
tre leerebgkene M, GF og LH.

En alternativ mate er a representere singularitetene pa riktig mate slik at vi kan
integrere over dem. Dette medferer a utvide funksjonsbegrepet til sakalte “generali-
serte funksjoner” eller “distribusjoner” og benytte sakalt “svak formulering”. Vi skal
vise et eksempel nedenfor.

Forst viser vi hvordan problemet kan lgses ved a ekskludere singulariteten:



Eksempel: Vektorfeltet i Newtons gravitasjonslov, ekskludert det sin-
gulere punktet i origo

Vi unngar problemet med singularitet i origo ved a ekskluderer origo fra V. Dette
gjor vi ved a legge inn et lite kuleskall rundt origo, med radius e. Volumet V' skal
veere omradet € < r < R, avgrenset av to kuleskall, et ytre skall » = R og et indre
skall r = e.

Volumintegralet er na uproblematisk siden V - v = 0, uten singulariteter i V', sa
volumintegralet er lik null.

Flateintegralet far na bidrag fra to flater, ytre og indre kuleskall. Integralet over
det ytre kuleskallet er det samme som for 47. Pa det indre kuleskallet har vi n =
—|:—| = —1, og derfor v-n = —%, folgelig er fluksintegralet negativt og lik —4r.
Summen av de to flateintegralene er null, og Gauss sats er oppfylt.

For de som er spesielt interessert tar vi med et et eksempel pa hvordan vi kan
representere en singularitet ved svak formulering og generalisert funksjon. Disse kom-
mentarene (i kursiv) oppfatter vi som utenfor pensum i MEK1100:

Litt om svak formulering og generaliserte funksjoner for a
representere vesentlige singulariteter

Vi skal betrakte den deriverte av fortegnsfunksjonen

. -1 forx <O
f(z) =signx = — = ¢ forx=0
2] 1 forxz>0

hvor ¢ i prinsippet kan ha hvilken som helst endelig verdi. Det som er viktig er at f(x) har
en diskontinuitet pa 2 fra negative til positive x. Den deriverte er

df(z) d <x>:{ 0 forz#0

dr  dz m “o00”  forx =0

Vi onsker a finne ut hvordan denne uendelige verdien i origo oppforer seg under et integral.
Vi introduserer da en testfunksjon g(x) som har folgende to egenskaper:

e g(x) er uendelig glatt. Det vil si at bide g(x) og alle hoyere deriverte av g(x) er
glatte. Ingen derivert av g(x) har noen singularitet.

e g(x) har kompakt stotte. Det vil si at g(x) er identisk lik null utenfor et endelig
omrade.

Betrakt nd integralet
| r@gte)da

Vi kunne ha veert fristet til & si at dette integralet var lik null, men vi skal veere mer forsiktig
med den vesentlige singulariten til f'(x) i origo. Vi benytter derfor delvis integrasjon for d
omforme integralet slik at vi ikke trenger @ derivere f(x).

Vi har

% (f9)=rfg+fd
og derfor - -
/ fl(@)g(z) dz = [f(z)g(x)] = - / f(z)g'(z) dz

3



Ettersom g(x) har kompakt stotte s er [f(x)g(x)])>,, = 0. Videre kan vi splitte opp inte-
gralet pa hoyre side slik at vi unngdar diskontinuiteten til f(x), det gar greit fordi verdien
f(0) = ¢ er endelig,

[e'S) 00 0
[ @ = [T @ et [ g@)de = lg@f + lg@) =290
—00 0 —00
hvor vi nok en gang har benyttet at g(x) har kompakt stotte.

Vi ser altsd at f'(x) sin vesentlige singularitet i origo er av en slik art at effekten pd
testfunksjonen er a returnere 2 ganger testfunksjonens verdi i origo. Tallet 2 kommer fra
diskontinuiteten til f(x), fra negative til positive x, som har sprang 2.

Det er vanlig a skrive

f'(x) = 26()
hvor §(z) kalles Dirac delta.

Etter at vi har introdusert kulekoordinater kommer vi til G forstd at singulariteten i
eksemplet ovenfor ogsa kan uttrykkes ved Dirac delta, nemlig

V-l = dnd(r)

r3

1 sd fall hadde det ikke vert ngdvendig a introdusere det indre kuleskallet med liten radius
r =€, men det md altsa vente til vi har introdusert kulekoordinater.

Modifisert form for Gauss sats som egner seg for trykkraft
M kap. 5.1.3.

La oss sette v = pa hvor p er en skalar funksjon og hvor a er en vilkarlig konstant
vektor. Divergensen er

V-v=V-(pa)=a-Vp

Dersom vi setter dette inn i Gauss sats, og setter “a-” utenfor integraltegnet
(fordi den er konstant) sa far vi

a-/VpdT:a~/pnda
v S

Ettersom a er vilkarlig sa ender vi opp med fglgende alternative form for Gauss sats
som egner seg spesielt godt for a regne ut trykkraft

/VpdT:/pnda
\% S

Flateintegralet for trykkraften F' som virker pa et legme pa grunn av et omkring-
liggende trykk p kan na omformes til et volumintegral

F:/—pndaz—/VpdT
S \%4

Dette kan veere en stor fordel dersom legemet har en komplisert form slik at
beskrivelsen av bade S og m er utfordrende. Kanskje det er enklere & regne ut
volumintegralet?



Eksempel: Tyngden av vann i en beholder er lik trykkraften fra vannet
pa beholderen

En beholder er fylt med en vaeske som har hydrostatisk trykk, p = py — pgz. Vi
tenker oss at z-aksen peker oppover og tyngdens akselerasjon er g = —gk. Vi tenker
oss videre at referansetrykket pg er lik lufttrykket, referansehgyden z = 0 er den frie
overflaten til veesken der hvor veesken mgter lufttrykket py, og beholderen er omgitt
av luft med trykk pg. Trykkgradienten i vaesken er Vp = —pgk = pg. Vaeskevolumet
V' er omsluttet av overflaten S som har enhetsnormalvektor n orientert ut av flaska.

I dette tilfellet vil trykkraften fra veesken pa beholderen veere

F:/pnda:—/pgk:dT:—mgk:mg
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hvor m = pV er massen til veesken og mg er vekten av vaesken. Volumintegralet
er mye enklere & regne ut dersom vaesken har et kjent volum og beholderen har en
komplisert form.

Egentlig kan vi lure pa hvordan dette fungerer dersom beholderen er apen i
toppen hvor veesken er i kontakt med omkringliggende luft med lufttrykk py. I sa
fall ma vi utvide flateintegralet for a ta hensyn til trykkraft fra omkringliggende
luft med konstant lufttrykk py (husk & snu n for trykkraft fra utsiden) og resultatet
ovenfor er stadig riktig.

Eksempel: Oppdrift pa et legeme som presses ned i vann

Et legeme presses ned i vann med hydrostatisk trykk, p = py — pgz. Vi tenker
oss at z-aksen peker oppover og tyngdens akselerasjon er g = —gk. Vi tenker oss
videre at referansetrykket py er lik lufttrykket, referansehgyden z = 0 er den frie
overflaten til veesken der hvor vaesken moter lufttrykket py. Trykkgradienten i vaesken
er Vp = —pgk = pg. Volumet V' av legemet som er presset ned i vannet er omsluttet
av overflaten S som har enhetsnormalvektor n orientert ut av legemet.

I dette tilfellet vil trykkraften fra vannet pa legemet veere
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hvor m = pV er massen til det fortrengte veesken og mg er vekten av den fortrengte
vaesken. Dette kalles oppdrift. Oppdriften er motsatt like stor som vekten til den
fortrengte vaesken. Dette kalles for Arkimedes prinsipp.

Egentlig burde vi stusse over at denne maten & bruke Gauss sats pa er riktig:
Trykket p som inngar i flateintegralet er en egenskap til fluidet rundt legemet, men
vi har beregnet volumintegralet over legemet hvor det ikke trenger a veere et fluid, og
som ikke trenger a ha tetthet eller trykk tilsvarende fluidet omkring. Det vi har gjort
er a erstatte legemet med et fluid identisk med omgivelsene slik at det hydrostatiske
trykket kan forlenges inn i legemet. Denne maten a lgse oppdriftsproblemet pa ble
forst beskrevet av Simon Stevin (1548-1620).

Eksempel: Hvor kommer oppdriften egentlig fra?
Sett en beholder med vann pa en vekt. Press et legeme ned i vannet. Kjenn at
det virker en oppdrift pa legemet. Observer at vekta faktisk gir storre utslag!


https://en.wikipedia.org/wiki/Simon_Stevin

Eksempel: Vannsdgyle i deformert beholder pa kjskkenvekt

Fyll en beholder med litt vann, sett beholderen pa en vekt, og finn ut hvor mye
vannet veier. La oss tenke oss at beholderen er apen gverst slik at vannet der har
samme trykk som luft, py. Vannet nederst i beholderen er gitt ved formelen for
hydrostatisk trykk, p = pg + pgh, hvor h er hgyden pa vannsgylen.

Klem beholderen delvis sammen slik at vannet stiger i beholderen. Det er apen-
bart at vannet na har stgrre trykk nederst i beholderen. Likevel burde det veere
ganske opplagt at vannet veier like mye som fgr?

Forklaringen pa dette “mysteriet” er at den sammenklemte beholderen kommer
til & ha en sveert deformert og komplisert overflate S som det vil veere utfordrende
a integrere over. Dog vil volumet av vannet hele tiden vaere det samme.



