MEK1100 forelesning 21, 10/4-2024 ved Karsten Trulsen

Mer generelle koordinater

Volumelement

Vi har tidligere diskutert (forelesning 11 den 19.februar) at dersom et legeme er
parameterisert med tre skalarer u, v og w, slik at hvert punkt i legemet er gitt ved
3D posisjonsvektor r(u, v, w), s& kan vi betrakte infinitesimale volumelement som
parallellepiped spent ut av de infinitesimale tangentvektorene

or
dr,=—d
r 5 U
or
dr, = —d
T 5y 9V
or
dr, = —d
T 5 T
I sa fall kan vi beregne det infinitesimale volumet ved a ta vektor-trippelproduktet
or Or Or
dr = |d’ru . d’l"v X d’rw| = % . % X a—w du dvdw

I dette uttrykket er det ikke noe krav om at koordinatene er ortogonale. Absolutt-
verditegnet kan veere ngdvendig for a fa positivt svar dersom (u, v, w) ikke utgjor et
hgyrehandsystem. Den praktiske utregningen av vektor-trippelproduktet er a bereg-
ne Jacobi-determinanten
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Dersom vi begrenser oss til ortogonale koordinater som utgjor et hgyrehandsys-
tem, som diskutert ovenfor, sa er det mest naturlig a se pa et volumelement som er
et rettvinklet parallellepiped (en boks) som spennes ut av de tre kurveelementene
dre = hato do, drg = hgigdfS og dry = h,t,dy. Vi far i sa fall

A7 = haia da X hgigdB - hyiy dy = hohgh, dadB dy

Det er verdt & merke seg hvordan dette blir gjort i MAT1110 (Teorem 6.10.1
pa side 663) uten & kreve at koordinatene er verken ortogonale eller hgyrehand-
system: De ender opp med a beregne en Jacobi-determinant. Vart produkt av tre
skaleringsfaktorer er lik denne Jacobi-determinanten.

Divergens i krumlinjede koordinater

Husk hvordan vi definerte divergensen som en grenseverdi av et fluksintegral delt
pé et volum (forelesning 11 den 19.februar, M kap. 3.3). Denne definisjonen hjelper
oss a forsta hvordan divergens kan uttrykkes i generelle krumlinjede koordinater na:

1
dive = lim—/v~nda (1)
Vs

V=0

hvor S er en lukket flate som omslutter et volum V', og hvor grenseoppgangen er slik
at volumet skrumper inn til et punkt ().



Vi tenker oss at volumet kan ha en komplisert form i de “opprinnelige” kartesiske
koordinatene, men representert med parameterene {«, 3,7} er det en boks med
sentrum i {ayp, B, Y0} 0og med sidekanter {Aa, A5, Ay}. De nye koordinatene gir en
enkel parameterisering av volumet.

Volumet i det kartesiske koordinatsystemet er gitt ved integralet

V= /dT = /// hohgh,dadfdy ~ hohgh,AaABAY

La oss nummerere sidene som en vestlig terning (hgyrehands terning med sum 7
pa motstaende sider), og splitte opp fluksintegralet i bidrag fra hver side

6
v-ndo = /'v-nda
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1. Flaten er a = g + %, enhetsnormalvektor n = 2., pa flaten har vi v - n =
va(ap + %,B,’y) og do = hgh,dfdy, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilneermet [hgh,val, y ABAY.

a0+52,80,70
/s v-ndo~ [hghﬂ,va](aﬁ%ﬂoﬂo) ABA~y
1

2. Flaten er 5 = 5y + %, enhetsnormalvektor n = i3, pa flaten har vi v - n =

vg(av, Bo + %,%) og do = hoh,dady, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilngermet [hahvvﬂ](ao,gﬁ%%) AaAy.
3. Flaten er v = v + %, enhetsnormalvektor n = i,, pa flaten har vi v - n =

vy (v, Bo, Y0 + %) og do = hohgdadf, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilneermet [hahavs] o, g 40r a2y AQAS.
0, 2

4. Flaten er v = vy — %, enhetsnormalvektor n = —i,, pa flaten har vi v -n =
—v, (o, Bo, Y0 — %) og do = hohgdadp, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilnsermet [_hahﬁ’%](ao,ﬁom—%) AaAp.

5. Flaten er g = By — %, enhetsnormalvektor n = —i3, pa flaten har viv - n =
—vg(ag, Bo — %, Y0) og do = hyh,dady, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilnzermet [—hohyvg) as oy Aaly.
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6. Flaten er a = oy — %, enhetsnormalvektor n = —1,, pa flaten har viv-n =

—v4 (g — %, Bo,70) 0g do = hgh,dfBdy, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilnsermet [—h/ghvva](ao_%ﬂm{)) ABA~.

S& summerer vi motstaende flater

Side 1 og 6:

(/ +/ Jv-ndo ~ [hghvva]a?_ri ABAYy ~ 6% (hghyva) AaABAy
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Side 2 og 5:

/ / v-ndo = [hah,vg] (0,03 N 70; AaAy ~ (h hyvg) AaABA~y
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Side 3 og 4:

o el 9,
( /S + /S 4)'0 ‘ndo ~ [hah/gvv}iazﬁzng Ai DS % o= (halsv,) AalFAY
Legg merke til at AaASA~ er felles faktor for fluksintegralet i teller og for volu-
met i nevner i den opprinnelige formelen for divergens. Videre blir alle tilnserminger
vilkarlig ngyaktige i grensen at de tre delta-stgrrelsene blir vilkarlig sma.
Til slutt har vi

. 1 0 0 0
divv=V-.v= hhah {804 (hghyva) + 95 (hah~yvg) + e (hahrng)}

Laplace operatoren anvendt pa en skalar
Laplace-operatoren V2 anvendt pa en skalar f kan uttrykkes som divergensen til
gradienten av f

o op 1 9 (hsh, of haoh, Of hohs Of
Vi=v thahﬁhw{aa(h 3a>+3ﬁ(hﬁ 3ﬁ>+ v(h av)}

Virvling i krumlinjede koordinater

Husk hvordan vi definerte virvlingen som en grenseverdi av sirkulasjon delt pa
et areal (forelesning 12 den 21.februar, M kap. 3.4). Denne definisjonen hjelper oss
a forsta hvordan virvling kan uttrykkes i generelle krumlinjede koordinater na:

n-curlv:hmi}{v-dr (2)
A—0 A

hvor A en lukket kurve som omslutter og avgrenser en flate S med areal A, og
hvor grenseoppgangen er slik at flaten skrumper inn til et punkt (ry). Flaten S har
enhets normalvektor n. Kurven \ og flatenormalvektoren m er orientert i henhold
til hgyrehandsregelen. Integralet gir sirkulasjonen rundt den lukkede kurven A.

Vi tenker oss at den lukkede kurven A og flaten S kan ha kompliserte former i de
“opprinnelige” kartesiske koordinatene, men representert med parameterene {«, 3,7}
er det et rektangel med sentrum i {ay, By, 0} orientert parallelt med Sy-planet og
med sidekanter AS og A~v. De nye koordinatene gir en enkel parameterisering av
kurven og flaten.

Arealet i det kartesiske koordinatsystemet er gitt ved integralet

:/daz//hghydﬁdfy%hgthﬁA’y
S

Normalvektoren er n = 1, i positiv a-retning og kurven A er orienterert i henhold
til hgyrehandsregelen.



La oss nummerere sidene i integrasjonsretning med 1 nederst, og splitte opp
sirkulasjonsintegralet i bidrag fra hver side

4
v-dr = /'v-dr

1. Siden er @ = ay, |8 — fo| < % og Yy =" — %. Det infinitesimale kurveele-
mentet er dr = hgigdf. Langs siden har vi v - dr = hgvg dB. Kurveintegralet
langs siden er tilneermet [hgvg, 5 qo— A7) ) AB.

2. Siden er o = v, 8 = fo + 28 og v — Yol < 22 Det infinitesimale kurveele-
mentet er dr = hyi, dy. Langs siden har vi v - dr = h,v., dvy. Kurveintegralet
langs siden er tilnermet [h,v,], o a5 5 0) ) Ay

3. Sidener a = a, B = Bo—i- 25 og |y —7| < 22, Det infinitesimale kurveelemen-
tet er dr = —hgigdp. Langs siden har vi 'v dr = —hgvg df. Kurveintegralet
langs siden er tilnaermet [—hgvg], 5 ro+A2) AB.

4. Siden er o = g, = Bo— 2L og |y —0| < &2. Det infinitesimale kurveelemen-
tet er dr = —h,2,dy. Langs siden har vi 'v dr = —h,v, dvy. Kurveintegralet
langs siden er tilnsermet [—h.v,] a5 0y A

(a0,60—5>70)

Dersom vi summerer motstaende sider far vi

Side 1 og 3:
0]
[1808] (g, 80,70—22) DB = [h5V8) (0 5 o2y BB = = o (hsvs) ABAy
(@0,B0:70)
Side 2 og 4:
[h'yvv](ao,ﬁﬁ% r0) A7 = [hy03] (00 5 Bo—AE 0) Ay = B ( 2Uy) ABAy
(@0,60:70)

Legg merke til at ASA~ er felles faktor for sirkulasjonsintegralet i teller og for
arealet i nevner i den opprinnelige formelen for virvling. Videre blir alle tilnserminger
vilkarlig ngyaktige i grensen at de to delta-stgrrelsene blir vilkarlig sma.

Forelgpig har vi kun bestemt én komponent av virvlingen. For a bestemme de
to resterende komponentene av virvlingen ma vi gjore det samme regnestykket to
ganger til, med normalvektor n orientert i to ortogonale retninger.

Til slutt viser det seg at vi kan presentere sluttresultatet pa en meget kompakt
mate ved hjelp av determinanten
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