MEK1100 forelesning 9, 12/2-2024 ved Karsten Trulsen

Noen eksempler pa & bestemme om et vektorfelt er konservativt

Eksempel: Er tyngdekraften F' = mg konservativ?

Her er m en masse som er utsatt for tyngdens akselerasjon g. Her skal vi ta
den enkleste representasjonen av tyngdekraft, nemlig at tyngdens akselerasjon g er
konstant innenfor et avgrenset omrade.

La oss sjekke om kurveintegral er uavhengig av vei: Skriv fgrst g = —gk hvor =
og y-aksene er horisontale og z-aksen peker vertikalt oppover. La v veere en kurve
fra et punkt ro = zot + yo7 + 20k til et punkt 1 = 212 + 117 + 21k. Vi trenger ikke
parametrisere kurven i det hele tatt, vi trenger kun & bruke dr = ¢dx + 3dy + kdz,
som gir f7 F.dr = f;ol —mgdz =mg(z) — 21).

Vi ser derfor at kurveintegralet kun avhenger av start- og sluttpunkt, ikke veien,
og fglgelig vet vi at tyngdekraften F' = mg er konservativ.

Det er like enkelt a finne et potensial ¢

F =mg=—-V(mgz) = -V¢

Vi ser at det eksisterer et potensial ¢ = mgz, og folgelig vet vi at tyngdekraften
F = mg er konservativ.

Legg merke til at ettersom problemstillingen om “tyngdekraft” mest sannsynlig
kommer fra fysikk, sa har vi satt minus-tegn foran gradienten i respekt for tradisjo-
nen i fysikk-faget.

Eksempel: Er vektorfeltet v = r konservativt?
Dersom vi setter » = x4 + yj + zk, sa har vi 7> = r - r = 22 + y? + 2. Dersom
vi tar gradienten finner vi V(r?) = 221 + 2yj + 22k = 2r. Fglgelig er det enkelt &

finne et potensial ¢
1

v=r= V(ETZ) =Vo¢
Vi ser at det eksisterer et potensial ¢ = %rz, og folgelig vet vi at feltet er konservativt.
Legg merke til at denne problemstillingen antakelig kommer fra matematikk,

derfor har vi satt plus-tegn foran gradienten slik som man ofte gjgr i matematikk.

Eksempel: Er tyngdekraften i Newtons gravitasjonslov konservativ?

Newtons gravitasjonslov sier at en punktmasse M drar pa en annen punktmasse
m med en kraft o

F=-G" 4,
r

hvor m og M er de to massene, r er avstanden mellom dem, %, er enhetsvektor i
retningen fra legemet M til legemet m, GG er den universelle gravitasjonskonstanten.

Vi legger massen M i origo og lar massen m veere i posisjon r = xt + yj + zk.
Vi har r? = 2® + y* + 2% som for, og vi har ¢, = . Legg merke til at

1 1 1
\Y (—) =V(2? +y* + 22)_% = —5(:702 + 9% + z2)_%(2m' +2yj + 2zk) = ——1,
r r
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og folgelig

r

F=_-V (—GmM) S

Ettersom tyngdekraften kan uttrykkes som gradienten av et skalarpotensial ¢ vet vi
at den er konservativ.

Problemstillingen kommer definitivt fra fysikk, sa har vi satt minus-tegn foran
gradienten i respekt for tradisjonen i fysikk-faget.

Sa tar vi et eksempel som er betydelig mer utfordrende:
(nesten litt for vanskelig)
La oss undersgke om vektorfeltet

]
- x2+y2

er konservativt. Se illustrasjon av feltet nedenfor.

Forst kan vi underspgke om feltet v er gradienten til et skalapotensial ¢. Det viser
seg at dersom vi lar ¢ veere vinkelen mellom z-aksen og posisjonsvektor » = x2 + y3j
sa er ¢ et skalarpotensial for v.

Sett a = tan ¢ = £. Man skulle tro dette burde bety at ¢ = arctan « ? Husk at
den deriverte av arcustangens er di arctan a = Ved hjelp av kjerneregelen far

9o _ 99 _

vigh = —— +y2 08 5, = =12 +y Folgelig ser vi at

_—yituj 00, 06
T o224 y? Ox +8y = Ve

1-|-2

Folgelig ser vi at feltet kan uttrykkes som gradienten av et skalarpotensial, sa vi
skulle tro at feltet var konservativt, men vent na litt ... Dersom « far lov til &
variere over hele den reelle linja sa varierer ikke ¢ = arctan a over mer enn halve
sirkelen, men vi trenger jo & komme rundt hele sirkelen?

La oss derfor prgve en alternativ strategi, nemlig a undersgke om sirkulasjonen til
v langs en vilkarlig lukket kurve v er lik null. La kurven veaere en sirkel rundt origo.
Velg for eksempel sirkelen med radius lik 1 og sentrum i origo, med parametrisering
r(¢) = cosgi + singg for 0 < ¢ < 27, Vi har dr = (—sin¢i + cos¢j) d¢ og
v = —SROHCOs) — _ gin i + cos ¢f og v - dr = (sin® ¢ + cos? ¢) d¢ = d¢ og folgelig

cos? ¢p+sin? ¢
27
j[v-dr:/ df = 2m.
¥ 0

Det faktum at sirkulasjonen rundt origo er ulik null tyder pa at feltet ikke er
konservativt!

Lgsningen pa dette mysteriet er a legge merke til at origo er et singuleert punkt.
Vinkelen ¢ er ikke entydig definert dersom vi gar helt rundt det singulaere punktet
origo. Vi ma begrense variasjonene i vinkelen slik at den holder seg entydig definert
for a anvende sirkulasjons-kriteriet for konservativt felt. Dette kan gjores ved a lage
et “kutt” i planet, fra origo og utover, slik at integrasjonskurven ~ ikke far lov til a
krysse “kuttet”.



Feltet blir fglgelig konservativt pa betingelse av at vi holder oss innenfor et
avgrenset omrade som ikke inkluderer eller omslutter det singuleere punktet i origo.

I figuren nedenfor er feltet illustrert som et vektor pileplot. Det singulsere punktet
i origo er markert med et rgdt kryss. En mulig mate & lage et “kutt” er markert med
den rgde stiplede linja fra origo oppover til venstre.
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Flateintegral
(M 2.3, se ogsa LH 6.1-4)

Vi skal integrere et skalarfelt f eller et vektorfelt F' over en flate S. Langs flaten
tenker vi oss infinitesimale flateelementer do og tilhgrende enhetsnormalvektorer n.
Vi forutsetter at flaten er tilstrekkelig glatt til at det er fornuftig & tenke pa flatenor-
malvektoren n som normalt pa flaten og flateelementet do som tangent til flaten. Vi
forutsetter ogsa at flatenormalvektoren er orientert i henhold til problemstillingen
vi betrakter, dette krever at flaten er orienterbar. En flate er orienterbar dersom det
gar an a male hver side av flaten med forskjellige farger. Noen flater er ikke orienter-
bare, for eksempel Mobius bandet og Klein flasken, se for eksempel matematikk.org
om “Mgbiusband og kleinflaske” eller Wikipedia om “Mobius-band” eller M.C.Escher
sin illustrasjon her.

Vi skal veere interessert i & regne ut flateintegraler av typen

/F -ndo, / F x ndo, / fndo, / fdo, etc.
5 s 5 s

over flaten S.

Noen ganger kan det veere greit a tenke seg at flaten er delt opp i plane flate-
elementer med areal Ao; med tilhgrende normalvektorer n;, og at vi kan tilnserme
flateintegralet ved en sum over flateelementene, for eksempel ) . F; - n; Ao;. I gren-
sen at flateelementene blir infinitesimale (uendelig sméa) Ao; — do vil summen ga
over til et integral, >, F; - n; Ao; — [ F -ndo.
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https://www.matematikk.org/artikkel.html?tid=63127
https://www.matematikk.org/artikkel.html?tid=63127
https://no.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius-b%C3%A5nd
https://www.nga.gov/collection/art-object-page.61286.html

Eksempel: Arealet av et rektangel med sidekanter a og b

La rektanglet veere orientert med sidekant a langs x-aksen og sidekant b langs
y-aksen. La oss betrakte det infinitesimale flateelementet i kartesiske koordinater
do = dx dy, og la oss ta x-integralet forst:

b a b b
/da:// dxdy:/ [2]%_, dyz/ ady = [ayy = ab
S o Jo 0 0

I dette tilfellet hadde det veert like enkelt & bytte om pa rekkefglgen:

a b a a
/daz/ / dydx:/ [yl dx:/ bdx = [ba]l = ab
S 0 0 0 0

Eksempel: Arealet mellom z-aksen og kurven y =sinx for 0 <z <7
La oss betrakte det infinitesimale flateelementet i kartesiske koordinater do =
dx dy, og la oss ta y-integralet fgrst:

/dO’I/ / dydx:/ [y]zlig dx:/ sinz dz = [—cos x|y = 2
s o Jo 0 0

Det er mye vanskeligere a bytte pa rekkefglgen:

1 mT—arcsiny 1 ) 1
/ do = / / dody = / [x];r;zlfs:iﬁz dy = / T — 2arcsiny dy
S 0 arcsiny 0 0

1
= [Wy—2yarcsiny—2 1 —yQ}O =2

Vi ser at det virkelig lgnner seg & velge en rekkefglge som er enkel & handtere!
Begrepene fluks, flukstetthet og integrert fluks

Generelt sier vi at integraler av typen

Q:/SF-nda

er fluks-integraler. Ordet “fluks” kommer fra latin og betyr “strgmning”. Sterrelsen
@ kan vi kalle “integrert fluks”, og stgrrelsen F' kan vi kalle “flukstetthet”. Her er
flukstettheten en vektor-stgrrelse mens den integrerte fluksen er en skalar.

La oss sjekke de fysiske enhetene: Det infinitesimale flateelementet do er et are-
al. Enhetsnormalvektoren n er dimensjonslgs. Fglgelig ma den fysiske enheten til
flukstetthet veere lik den fysiske enheten til integrert fluks delt pa areal.

Hva slags storrelse skal vi assosiere med kun ordet “fluks”? Skal det bety integrert
fluks @ eller flukstetthet F'? Dessverre har forskjellige fagomrader hver sine tradi-
sjoner. I elektromagnetisme er det vel etablert at ordet “fluks” referer til “integrert
fluks”. For anvendelser innen transportfenomener, for eksempel fluidmekanikk, er det
vanlig at ordet “fluks” refererer til “flukstetthet”.



For a gjgre forvirringen komplett finner vi dessuten lett tekster som bruker be-
grepet “fluks” uten & gjgre en slik distinksjon. Se for eksempel LH (2. utgave 2015):
I kapittel 6.12 star det i avsnittet midt pa side 678 forst at F' er en fluks, og like
etterpa star det at F'-nR er en fluks, hvor R er arealet til en flate som F' strgmmer
igjennom. Definisjon 6.12.1 pa side 680 sier at integralet |, ¢ F-ndo (oversatt til var
notasjon) er en fluks. LH benytter altsd begrepet “fluks” som fellesbegrep for de to
begrepene “integrert fluks” og “flukstetthet”.

Kanskje opphavsmannen til denne forvirringen er James Clerk Maxwell som skrev
i sin bok “Treatise on Electricity and Magnetism” i 1892:

In the case of fluxes, we have to take the integral, over a surface, of the
flux through every element of the surface. The result of this operation is
called the surface integral of the flux. It represents the quantity which
passes through the surface.

Her referer ordet “fluks” til “flukstetthet”, det er merkelig ettersom Maxwell bidro
betydelig til & etablere elektromagnetisme som fag (hvor man som nevnt ovenfor har
tradisjon for a la “fluks” bety integrert fluks). Se forgvrig utmerket diskusjon om
terminologi pa Wikipedia: Flux.

For & unnga forvirring kan vi si enten “integrert fluks” eller “fAukstetthet” nar det
er viktig & skille mellom begrepene, og vi kan begrense bruken av kun ordet “Huks”
til situasjoner det ikke spiller noen rolle hvilket av begrepene vi refererer til.

Eksempel: Volumfluks — strgmingen i ei elv gjennom snitt pa tvers

Ei elv har konstant hastighet v = vt i z-retning, og tverrsnitt S normalt pa
z-aksen med konstant areal A. Finn volumfluksen Q = | ¢V -ndo.

Forst bestemmer vi at flatenormalvektoren skal veere orientert i positiv z-retning,
n = 1. Vi kan for eksempel sette do = dy dz. Deretter regner vi ut

Q:/v-ndoz/vi-ida:v/dU:vA
S s S

hvor vi benyttet at v er konstant sa den kunne settes utenfor integralet.

Grunnen til at dette kalles volumfluks innser vi ved a skjekke de fysiske enhetene:
[v] = m/s, [do] = m?, enhets normalvektor n er dimensjonslgs [n] = 1, og folgelig
[Q] = m?/s, hvor vi lar notasjonen [-] bety “enheten til”. Dette er en fornuftig enhet
for volumfluks.

Vi kan spgrre om det gar an a fa mere vann ut av elva dersom vi benytter et
skratt tverrsnitt istedenfor et rett tverrsnitt? Et skratt tverrsnitt vil jo ha stgrre
areal. Dette ser vi pa neste gang!


https://en.wikipedia.org/wiki/Flux

