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Innledning

Egenskaper til stokastiske variabler

= Hvordan beskrive lokasjon, variasjon og andre egenskaper av en stokastisk
variabels fordeling?

= Hvilke regneregler og verktay er nyttige nar vi jobber med fordelinger til
stokastiske variabler?

= Hvordan definere simultanfordeling og mal for sammenheng mellom to
(eller flere) stokastiske variabler?
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Forventning

Forventningsverdi

En diskret stokastisk variabel X har forventningsverdi (eller forventning):

E(X) = pr(x = X)

X

En kontinuerlig stokastisk variabel X har forventning:

E(X) :/_mxf(x) dx

(o)
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Forventning

Forventningsverdi

I det diskrete tilfelle tilsvarer forventningsverdien det aritmetiske
gjennomsnittet
X=.qf
J

hvor a4, ay, ... er de mulige verdiene og f; er den relative frekvensen av a;.

Men: forventningsverdien beskriver en egenskap til den teoretiske
sannsynlighetsfordelingen til en tilfeldig variabel (fer vi har observert data).

Forventningsverdien beskriver spesifikt sannsynlighetsfordelingens lokasjon
(tyngdepunkt).

UNIVERSITETET
10SLO 4



Forventning

Eksempel: Differens av to terningskast

La Y veere den absolute differensen av to terningskast. Daer Y = {0,1,...,5}
og de mulige verdiene har sannsynligheter

= P(Y=0)=6/36
P(Y =1) =10/36
P(Y =2) =8/36
P(Y =3) =6/36
P(Y = 4) =4/36
P(Y =5) =2/36

hvor summen av sannsynlighetene er lik 1.
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Forventning

Sannsynlighetsfunksjon P(Y=y):

z

y ( abs diff av to temlngskast

Y har forventning:

E(Y) = Zy,- P(Y =y;) = 0-0.17+1-0.28+2-0.22+3:0.17+4-0.11+5-0.06 ~ 1.94.
i=1
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Forventning

Hvis vi gjentar eksperimentet flere ganger, sa vil det aritmetiske
gjennomsnittet neerme seg forventningsverdien:

3.0 . .
—— Simulering 1
25 Simulering 2
E(Y)=1.94
./'\/
e \ /\/\\/v M“W\{M\«\NW — e
1.5
1.0
10° 10’ 10° 10° 10°

Iterasjon

Vi kan altsa tolke forventningen som gjennomsnittlig eller typisk realisering av
den stokastiske variabelen med hyppig repetisjon.
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Store talls lov

Forventning

Store talls lov

Anta at Xi,X,..

., Xp er uavhengige og identisk fordelte stokastiske

variabler med E(X;) = u forallei=1,...,n. Da gjelder at

_ 1 .
X:;;Xiay narn — co.

Dvs. det aritmetiske gjennomsnittet konvergerer mot forventningsverdien nar
utvalgssterrelsen gker.
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Forventning

Forventning: Egenskaper

Obs: Noen fordelinger mangler forventningsverdi!

Spesifikt, sa eksisterer forventningsverdien hvis

D lP(X = xi) < +o0
i

nar X er diskret og hvis

/+Oo Ix|f (x)dx < +o0

(o)

nar X er kontinuerlig.
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Forventning

Hvis fordelingen er symmetrisk omkring a (og E(X) eksisterer), sa er E(X) = a.

Eksempel: La X veere summen av to terningskast. Da har X fordeling gitt ved:

0.06 0.06
003 003

(sum av to ternlngskast)

0.20

0.15

0.1

P(X = x)
o

0.0

(&)

Den er symmetrisk om 7 og X har forventningsverdi

12
E(X) = Zx;p; =2-0.03+3-0.06+4-0.08+5-0.11+6-0.14+7-0.17+8-0.144+9-0.11+10-0.08+11-0.06+12-0.03 = 7.
i=1
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Forventning

Forventning: Transformasjoner
Lineaer transformasjon:

For Y = aX + b (med X stokastisk variabel og a, b reelle tall) gjelder at

E(Y) = aE(X) + b.

Ikke-linezere transformasjoner:
For Y = g(X) (hvor g er en funksjon og X en stokastisk variabel) gjelder at

_ _[Z9g(0)P(X =x), hvis X er diskret,
Br) =E(gX)) = {/ g(x)f (x) dx, hvis X er kontinuerlig.

Generelt: E(g(X)) # g(E(X)).
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Forventning

Eksempel: Transformasjoner

Anta at X er en stokastisk variabel med verdimengde X = {0, 1} hvor

PX=1)=p
P(X =0) =1-p,

for 0 < p < 1. Anta videre at g(x) = x2. Da gjelder

EX)=0-(1-p)+1-p=p,
E(g(X)) =B(X*) =0*- (1-p) +1%-p =p,
g(EX)) =g(p) =p°.
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Forventningsverdi: Linearitet og produkter

Forventningverdien til summen av stokastiske variabler:
m EX+Y)=EX)+E(Y)
m E(a1 X1 + -+ apXn) = 1 E(X7) + - - + anE(Xy)
Produktregel for uavhengige stokastiske variabler:

= Hvis X og Y er uavhengige, sa gjelder at

E(X-Y) =E(X)E(Y).
= Obs: Uavhengighet er avgjerende her!
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Varians

Varians og standardavvik

En stokastisk variabel X har varians gitt ved

Var(X) = E[(X - E(X))?]
_ {Z(X —E(X))2P(X =x), hvis X er diskret,
S (x=BX)*f(x)dx,  hvis X er kontinuerlig.

Standardavviket til X er gitt ved sd(X) = 4/Var(X).

Variansen (og standardavviket) er summariske mal som sier noe om
«spredningen», dvs. hvor mye verdien til en stokastisk variabel vil variere fra
forsak til forsak.
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Varians

Varians: Egenskaper

Obs: Noen fordelinger mangler varians!

Spesifikt, sa eksisterer variansen hvis
D KPP(X = X)) < +oo
i

nar X er diskret og hvis

/+Oo IX|2f (x)dx < +co

(o)

nar X er kontinuerlig.
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Varians

Regneregler for varians

En alternativ formel for variansen er

var(X) = E(X) — (E(X))?

Lineger transformasjon: Hvis Y = aX + b (med X stokastisk variabel og a, b reelle

tall), da blir
Var(Y) = a®Var(X)

og
sd(Y) = |a| sd(X).
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Varians

Regneregler for varians

Anta at X og Y er uavhengige (a;, a; reelle tall). Da gjelder:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Var(ai X + ap Y) = a2 Var(X) + a3 Var(Y)

Generelt for uavhengige Xj, ..., X, (a1, ..., a, reelle tall):
n n
Var ( ZX,) = Z Var(X;)
i=1 i=1
n n
Var ( Z ai Xi) = Z a? Var(X;)
i=1 i=1
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Varians

Eksempel: Differens av to terningskast

La Y veere den absolute differensen av to terningskast. Da har Y fordeling

0.3 0.28
0.22
0.17 0.17
0.11
- o
0.0 L
0 1 2 3 4 5

y (abs diff av to terningskast)

P(Y=y)
o o
= N

Vi har at E(Y) ~ 1.94. Dermed blir Var(Y) = E(Y?) — (E(Y))? ~ 5.95 — 1.94% ~ 2.19:
6

E(Y?) = Zy,? P(Y =y;) = 0%-0.17+1%.0.28+22.0.22+33.0.17+4%.0.11+5%.0.06 ~ 5.95.
i=1
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Varians

Eksempel: Prov selv

Anta at X og Y er uavhengige stokastiske variabler hvor

= X har forventning ux og Y har forventning uy
= X har varians ¢Z og Y har varians o7

1. Hva er forventningen og variansen til X — ¥?
2. Hva er forventningen og variansen til X + Y?

3. Hva er forventningen og variansen til 2 X?
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Varians

Eksempel: Chuck-a-Luck (terningspill)

= Tre terninger kastes.
= Mal: A gjette hvilket tall (fra 1 til 6) som vil vises pa de tre terningene.
= Innsats: Spillere plasserer innsatser pa ett eller flere tall.

Utbetaling:

= En terning viser tallet ditt: Du vinner 1:1 (far innsatsen tilbake + like mye i
gevinst).

= To terninger viser tallet ditt: Du vinner 2:1.

= Tre terninger viser tallet ditt: Du vinner 3:1.

» Hyis tallet ditt ikke dukker opp, taper du innsatsen.
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Chuck-a-Luck: Sannsynlighetsfordeling (én innsats pa 6)

Gevinst X, Kombinasjoner Antall Sannsynlighet
3 666 1 1/216

2 660,606,066 (a € {1,...,5}) 15 15/216

1 6ab,a6bb,ab6 (a,b € {1,...,5}) 75 75/216

-1 abc(ingen6,a,b,c € {1,...,5}) 125 125/216

Sum 216 1

Forventningsverdien er gitt ved

E(Xg) = 3

15 75 125

2 —— 41—
216 216

e+
216

1.— =
216

-0.078,

dvs. vi forventer a tape 7.8% av det vi satser (i det lange lgpet).
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Varians

Chuck-a-Luck: Spillstrategier for to kast

For a vurdere forskjellige spillstrategier for to kast (gjentakelser av spillet),
definerer vi noen stokastiske variabler:

= Xi,...,Xe: gevinst hvis én innsats pa henholdsvis 1, 2, ..., 6 i farste kast.
= Y,...,Ye: gevinst hvis én innsats pa henholdsvis 1,2,...,6 i andre kast.

Vi skal se naermere pa felgende strategier:

m 2X; (dobbel innsats pa 6 i farste kast)
= X1 + X6 (én innsats pa 1 og én innsats pa 6 i ferste kast)
= X + Yg (én innsats pa 6 i begge kast)

For a sammenligne disse strategiene, ma vi se pa bade forventninger og
varianser (risiko).
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Varians

Chuck-a-Luck: Forventet gevinst

Vi har E(X;) = E(Y;) = —17/216.

Fra regnereglene for forventning falger dermed at

34

E(2Xg) =2E(Xg) = —

(2Xs) (Xs) 216
E(X1 +Xg) =E(Xq7) + E(Xg) = 34
1+ Xs) =E(Xq 6) = ~>r¢
34
E(X6+Y6):E(X6)+E(Y6):_m

Forventningsverdien er den samme for alle tre strategier!
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Varians

Chuck-a-Luck: Sannsynlighetsfordelinger

Selv om forventningsverdien er den samme for alle tre strategier, sa er det
starre forskjeller mellom disse strategiene.

De tre strategiene har forskjellige verdimengder med forskjellige
sannsynligheter for enkelte verdier:

Strategi Verdimengde P({-2})
2 Xg {-2,2,4,6} 0.579
X1+Xe {-2,0,1,2, 3} 0.296
Xe+Ys {-2,0,1,2,3,4,56} 0.335
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Varians

Chuck-a-Luck: Varians

Variansen er ogsa ganske forskjellig for de tre strategiene:

1 15 125
— +2°. +12. +(=1)% . == =1.245,
216 216 216 216

Var(Xs) = E(XZ) — (E(Xe))? = 1.245 — (~0.078)% = 1.239

E(X3) =3°-

Var(2 - Xg) = 2% - Var(Xg) = 4 - 1.239 = 4.956
Var(Xs + Ye) = Var(Xe) + Var(Ye) = 1.239 + 1.239 = 2.478

Xs 09 Y er uavhengig da de henviser til to uavhengige kast.
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Varians

Chuck-a-Luck: Varians

X1 0g Xs henviser til samme kast og er avhengige. Vi kan derfor ikke bruke
regnereglene og ma regne ut variansen til X; + Xg direkte:

S -2 0 1 2 3
P(X1 +Xs =s) 0.296 0.444 0.111 0.120 0.028

E((X; + Xs)?) = (=2)%-0.296 + 0% - 0.444 + 12 - 0.111 + 2% - 0.120 + 3. 0.028
=2.027

Var(X; + Xs) = E((X1 +X6)?) — (E(X1 + Xg))? = 2.027 — (—0.157)% = 2.002

UNIVERSITETET
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Varians

Chuck-a-Luck: Konklusjon

Strategi Verdimengde E Var

2 Xe {-2,2,4,6} -0.157 4.956
X1+Xe {-2,0,1,2,3} -0.157 2.002
Xe+Ys {-2,0,1,2,3,4,56} -0.157 2.478

» Strategi 1 har starst risiko.
= Strategi 2 har minst risiko, men den maksimale gevinsten er ogsa lavere.
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Sammenheng mellom to variabler

Mye av dataanalyse og modellering gar ut pa a undersgke
og modellere sammenhenger mellom par av variabler

Det er en sammenheng mellom to variabler malt pa de samme individene (de
er assosiert) hvis det a kjenne verdien av en av variablene sier deg noe du
ellers ikke ville visst om verdien til den andre variabelen.

En responsvariabel maler utfallet av en studie. En forklaringsvariabel
forklarer eller forarsaker forandringer i responsvariabelen.
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Sammenheng mellom to variabler

Assosiasjon mellom to variabler

Viktige aspekter ved et datasett nar man skal undersgke assosiasjonen mellom
to variabler:

» Individer: Identifiser individene og hvor mange de er i datasettet.

= For a undersgke assosiasjonen mellom to variable ma man

o registrere begge variablene for hvert individ
o vite hvilke malinger av de to variablene som herer til hvert individ

» Klassifiser hver variabel som kategorisk eller kvantitativ.

= Nar det er relevant, klassifiser hver variabel som forklarings- eller
responsvariabel.
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Sammenheng mellom to variabler

Eksempel: Spredning av kolera

= Midten av 1800-tallet: Koleraepidemi i London

= Ledende teori pa den tiden: Spredning via miasma, dvs. ved «vond dunst,
forurensning, besudling, smitte» overfgres en «<sykdomsoverfgrende
materia som oppstar ved forratnelsesprosesser i luft og vanns.

= [ virkeligheten skjedde spredningen via bakterielt forurenset vann fra den
lokale vannforsyningen.

= Undersgkelsene av epidemien og dens forbindelse med den lokale
vannforsyningen regnes som epidemiologiens fadsel'.

TRothman, Kenneth J., Krista F. Huybrechts, and Eleanor J. Murray, Pioneers in Epidemiology
and Public Health, Epidemiology: An Introduction, 3rd edn.
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Sammenheng mellom to variabler

Vannleverandar Husholdninger Koleradgdsfall ~Xoeradedsfal
Southwark/Vauxhall 40 046 1263 32
Lambeth 26 107 98 4

Sammenhengen mellom vannleverandgrer og
koleradgdsfall gir at vi har en statistisk
korrelasjon.

Southwark/Vauxhall: grenn
Lambeth: red
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Sammenheng mellom to variabler

Arsakesammenheng

Nar vi undersgker (om det er) en sammenheng mellom to variable, dukker det
opp et viktig spersmal:

Er formdlet bare & undersoke hvordan sammenhengen er, eller ensker vi G vise at en
av variablene kan forklare variasjonen i den andre?

Kausalitet er arsakesammenheng: Sammenheng mellom to variable, hvor den
ene (responsen) er en konsekvens av den andre (forklaringsvariabelen).

UNIVERSITETET
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Sammenheng mellom to variabler

Kausalitet

Kausale sammenhenger er ofte det egentlige malet med studien, men det er
vanskelig a bevise:

= Er sammenhengen fordrsaket av andre variabler (confoundere, eller
sammenblandende variabler, eller «lurkende» variabler)?

= Hvilken vei gar egentlig drsakesammenhengen?

Selv om vi finner en assosiasjon eller sammenheng sa betyr ikke det at vi har
pavist arsak.

I dette kurset fokuserer vi pa assosiasjon og ikke kausalitet.

UNIVERSITETET
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Sammenheng mellom to variabler

Eksempel: assosiasjon # arsak

Det er en sterk sammenheng mellom barns skosterrelse og deres
leseferdigheter

= Er det en assosiasjon mellom skostgrrelse og leseferdigheter?
= Er det en kausal sammenheng?

= Er det en confounder?
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Sammenheng mellom to variabler

Eksplorativ dataanalyse

Et spredningsplott er det nyttigste grafiske verkteyet for a vise
sammenhengen mellom to kvantitative variabler

Et spredningsplott viser sammenhengen mellom to kvantitative variable malt
pa de samme individene.

Hvert individ tilsvarer ett punkt i grafen.

Verdiene til en variabel vises langs den horisontale aksen, og verdiene til den
andre vises langs den vertikale aksen.

UNIVERSITETET
I 0SLO 35



\
)
\ \ Sammenheng mellom to variabler

1datney
bt

AR P AR R B L L

Sir Francis Galton (1822-1911) sitt farste
; spredningsplott viser ssmmenhengen
mellom hgyde og hodeomkrets. Fra
boken «Special Peculiarities».

e =
UNIVERSITETET Bilde fra Hulton Archive/Getty images.
I10SLO
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Sammenheng mellom to variabler

A lage et spredningsplott

1. Bestem hvilken variabel som skal vaere langs hvilken akse.
Hvis det er en naturlig oppdeling i forklarings- og responsvariable, velg
forklaringsvariabelen langs x-aksen og responsvariabelen langs y-aksen.
2. Gi navn og skala til aksene.

3. Plott de individuelle data-verdiene.
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Eksempel: Leseferdigheter

import pandas as pd

df = pd.read_csv("data/readingSkills.txt", sep=r'"\s+",
engine="python", header=0)

quotechar="'"",

print(df.head())
type (df)

nativeSpeaker age shoeSize
" "yes" 5 24.831889
" "yes" 6 25.952378
"3" "no" 11 30.421700
4" "yes" 7 28.664501
"5 "yes" 11 31.882070

pandas.core.frame.DataFrame

UNIVERSITETET
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score
32.293850
36.631049
49.605927
40.284556
55.460851

Sammenheng mellom to variabler
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Sammenheng mellom to variabler

Leseferdigheter og skostarrelse

import matplotlib.pyplot as plt

import seaborn as sns 55 « o %% e &
sns.set (style="whitegrid") .
plt.figure(figsize=(7,5)) %0
sns.scatterplot(data=df, % 45
x="shoeSize", '§>
y="score") S 40
plt.xlabel("Skostgrrelse", “3)3
fontsize=18) 835
plt.ylabel("Leseferdigheter", .
fontsize=18) 30
plt.xticks(fontsize=18) 25 oot (e *
plt.yticks(fontsize=18)
plt.tight_layout () 24 % Sk 28 30 32
plt.show() ostarrelse
UNIVERSITETET
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Leseferdigheter og alder

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

sns

plt.
plt.

plt.
plt.
plt.
plt.

.set(style="whitegrid")
plt.
sns.

figure(figsize=(7,5))
scatterplot(data=df, x="age",
y="score", s=120)
xlabel("Alder",
fontsize=18)
ylabel("Leseferdigheter",
fontsize=18)
xticks (fontsize=18)
yticks(fontsize=18)
tight_layout ()
show ()
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Sammenheng mellom to variabler

Leseferdigheter og alder: sammenhenger innenfor
kategorier (om opplaeringssprak er fgrstesprak)

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

(C)]

Forstesprak

55

sns.set(style="whitegrid") ° yes ? Py
plt.figure(figsize=(7,5)) = 50 o—no s H
sns.scatterplot(data=df, x="age", y="score", % 45 o 1 §

s=120, hue="nativeSpeaker", 'Sv ® :

palette="Set1") g 40 5 hd
plt.xlabel("Alder", fontsize=18) § N T 5
plt.ylabel("Leseferdigheter", fontsize=18) 835 L4 %
plt.legend(title="Fgrstesprak", fontsize = 16, e a T

title_fontsize=18) 30 e
plt.xticks(fontsize=18) 25 O
plt.yticks(fontsize=18)
plt.tight_layout() 5 6 7 Alger 9 10 1
plt.show()
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Finpussing av visualiseringen: katagorinavn

Kategorinavnene skal gjerne vaere pa norsk ogsa:

df ['native_label']
df ['native_label']

print (df .head())

nativeSpeaker

" 1 n "yeS n

n 2 n l|}reS n

n 3 n Ilno n

II4 n n yes n

n 5 n n yes n
UNIVERSITETET
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= df ['nativeSpeaker'] .map({'"yes""':
pd.Categorical (df ['native_label'],
categories=['ja', 'nei'l])

age
5

6
11
7
11

shoeSize
24.831889
25.952378
30.421700
28.664501
31.882070

score native_label

32.293850
36.631049
49.605927
40.284556
55.460851

ja
ja
nei
ja
ja

ja's,

1 Hnoll 1 .

'nei'})

Sammenheng mellom to variabler

42



Sammenheng mellom to variabler

Finpussing av visualiseringen: alder

Alder er egentlig en kontinuerlig og ikke kategorisk variabel.

import numpy as np

rng = np.random.default_rng(123)
df ['age_jitter'] = df['age'] + rng.uniform(low=-0.5, high=0.5, size=len(df))

print (df.head())

nativeSpeaker age shoeSize score native_label age_jitter

" "yes" 5 24.831889 32.293850 ja 5.182352

" "yes" 6 25.952378 36.631049 ja 5.553821

"3 "no" 11 30.421700 49.605927 nei  10.720360

"4 "yes" 7 28.664501 40.284556 ja 6.684372

"5 "yes" 11 31.882070 55.460851 ja  10.675906
UNIVERSITETET
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Sammenheng mellom to variabler

Leseferdigheter og alder
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Sammenheng mellom to variabler

Leseferdigheter og alder
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Oppleeringsprak er farstesprak
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Sammenheng mellom to variabler

Tolkning av spredningsplott

For 4 tolke et spredningsplott, se etter mgnstre s T
og viktige avvik fra disse mgnstrene: 2 2 R
> 4 AR -
= Vi kan beskrive det overordnede mgnsteret . ; %
til et spredningsplott ved formen, T
retningen, og styrken til sammenhengen. T ok

= En viktig type avvik er en outlier: en
individuell verdi som faller utenfor det ”
overordnede mansteret til
sammenhengen.

Lo
S b Ao 4 v e
Y

o
L N V)
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Tolkning av spredningsplott
Positiv og negativ lineser sammenheng:

= To variabler har en positiv sammenheng
nar de felger hverandre i samme retning
(begge oker eller minker).

» To variabler har en negativ sammenheng
nar de beveger seg i motsatt retning (én
gker mens den andre synker).
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Sammenheng mellom to variabler

Eksempel: Leseferdigheter

55 Farstesprak

® j a
5 50 ® nei s ~
© ~ )
45 =
5 1 S e
© ©
(0] 40 9 .
© 6 T -
8 35 o a
4 P (]
7 )
30 T s
25 Q
5 6 7 9 10
Alder

Det er en sterk, positiv, lineaer ssammenheng mellom barns alder og
leseferdigheter.
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Sammenheng mellom to variabler

Det finnes andre former for sammenhenger enn linezere
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Sammenheng mellom to variabler

Korrelasjonskoeffisient

Korrelasjonskoeffisienten r maler styrken til den lineseere sammenhengen
mellom to kvantitative variabler.

Anta vi har data x4, ...,X, 0g y1,...yn hvor (x;, y;) er et par, dvs. forskjellig
informasjon om den samme individen i. Vi kan oppsummere x-ene og y-ene,
henholdsvis, ved gjennomsnitt og standardavvik:

n

(IR 1
)_(:E. Xi SX:\n_1Z(X"_)_()2

i=1

1 v 1 <
vV = — . — . —_v)2
y—HEyI sy—\n_1i§=1(y, y)
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Sammenheng mellom to variabler

Korrelasjonskoeffisient

Da er korrelasjonskoeffisienten (eller korrelasjonen) r (eller r,,) gitt ved

2 (i =X -y)

B (n—1)sxsy

1 (X =X\ (Vi

_n—1;( Sx )( Sy )

_ Y Xi=x)yi=Yy)
VIL (6= X)2 XL, (v = ¥)?
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Sammenheng mellom to variabler

Egenskaper til korrelasjonen

» rer alltid et tall mellom -1 og 1. r > 0 indikerer en positiv sammenheng,
r < 0 indikerer en negativ sammenheng.

» Verdier av r naer 0 indikerer en veldig svak lineseer sammenheng. Styrken til
den linesere sammenhengen vokser nar r beveger seg bort fra 0 mot -1
eller 1.

» De ekstreme verdiene r = —1 og r = 1 inntreffer bare dersom det er en
perfekt lineeer sammenheng.

= Korrelasjonen r er symmetrisk, dvs skiller ikke pa forklarings- og
responsvariable.

= r har ingen enhet og forandrer seg ikke nar vi endrer maleenhet for x eller
y eller begge.

UNIVERSITETET

1 OSLO 53
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Sammenheng mellom to variabler

Korrelasjon er ikke en komplett oppsummering av
to-variabel-data

= Korrelasjon krever at begge variablene er kvantitative.

» Korrelasjon beskriver ikke ikke-lineaere sammenhenger mellom variable,
uavhengig av hvor sterk sammenhengene er.

» Korrelasjonskoeffisienten r er ikke robust mot outliers, og kan bli sterkt
pavirket av noen fa outliers i datagrunnlaget.
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Sammenheng mellom to variabler

Simultanfordeling
Anta at X og Y er stokastiske variabler. Simultanfordelingen for X og Y
beskriver samvariasjonen til X og Y.

Hvis X og Y er diskrete bruker vi den simultane sannsynlighetsfunksjonen

PX=xY =y),
hvor

" P(X=x,Y=y) >0,
" 22y PX=xY=y)=1.
Merk at P(X =x,Y =y) # P(X =x)P(Y =y) (medmindre X og Y er uavhengig).
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Sammenheng mellom to variabler

Simultanfordeling

Hvis X og Y er kontinuerlige beskrives simultanfordelingen ved den simultane
tetthetsfunksjonen f(x, y) med

b d
P(aSXSb,cSYSd)=/ / fOx.y) dy dx,
a c

hvor

= f(féoy) 20,
o [ F(xy) dydx = 1.
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Sammenheng mellom to variabler

Eksempel pa en simultan tetthetsfunksjon
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Sammenheng mellom to variabler

Marginalfordeling

Fra simultanfordelingen for X og Y kan vi finne marginalfordelingen for X og
Y, dvs. fordelingene for X og Y hver for seq.

Hvis X og Y er diskrete, da har vi at

PX=x)= Y PX=x.Y =y),
y
og hvis X og Y er kontinuerlige, da gjelder at

Fe) = / f(x,y) dy

(og tilsvarende for Y).
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Sammenheng mellom to variabler

Betinget fordeling

Anta at X og Y er diskrete stokastiske variabler. Den betingede fordelingen til
XqittY =yerda
PX=x,Y=y)

P(Y =y)

Hvis X og Y er kontinuerlige stokastiske variabler, da er den betingede
fordelingen til X gitt Y =y gitt ved felgende tetthetsfunksjon:

_fxy)
AMMW—EM-

PX=x|Y=y)=
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Sammenheng mellom to variabler

Eksempel: marginal- og betinget fordeling

Anta at X og Y er diskrete stokastiske variabler med verdimengder
X ={0,1,2,3,4} og Y ={0,1, 2,3}, og simultanfordeling gitt ved fglgende
tabell:

x\y| O 1 2 3

0 | 0.05 0.10 0.01 0.03
1 |10.00 0.05 0.08 0.20
2 | 011 0.04 0.09 0.04
3 [0.01 0.01 0.03 0.05
4 |0.00 0.05 0.05 0.00

= Finn marginalfordelingen P(X = x)
= Finn den betingede fordelingen P(X =x | Y = 3)
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Sammenheng mellom to variabler

Eksempel: marginal- og betinget fordeling

Vi finner marginalfordelingene ved a8 summere over rekker og kolonner:

x\y 0 1 2 3 |PX=x)
0 0.05 0.10 0.01 0.03 0.19
1 0.00 0.05 0.08 0.20 | 0.32
2 0.11 0.04 0.09 0.04 0.28
3 0.01 0.01 0.03 0.05| 0.10
4 0.00 0.05 0.05 0.00 0.10
P(Y=y) | 017 025 026 0.32| 1.00
Dermed far vi ogsa
X | 0 1 2 4
PX=x|Y=3)|33=009 32=063 =012 32 =016 339 =0.00
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Sammenheng mellom to variabler

Uavhengige stokastiske variabler

To diskrete stokastiske variabler X og Y er uavhengig hvis og bare hvis
PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y =y).
To kontinuerlige stokastiske variabler X og Y er uavhengig hvis og bare hvis

f6y) = Hfr(y).

Hvis X og Y er uavhengig, da gjelder at

" P(X =x|Y =y) =P(X =x) hvis de er diskrete
® fxy(x | ¥) = fx(x) hvis de er kontinuerlige

(og tilsvarende for Y).
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Sammenheng mellom to variabler

Kovarians for stokastiske variabler

Anta at X og Y er stokastiske variabler. Da er kovariansen til X og Y gitt ved
Cov(X,Y) =E[(X - E(X))(Y —E(V))].

Kovarians er et mal pa hvordan to stokastiske variabler samvarierer nar man

gjentar det underliggende stokastiske forsgket.

Det gjelder at

Cov(X,Y) =E(X-Y) — E(X)E(Y)
hvor
Yx Xy XyP(X =x,Y =x), diskret

Bix-v) = {f/xyf(x,y)dxdy, kontinuerlig
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Sammenheng mellom to variabler

Korrelasjon for stokastiske variabler

Korrelasjonskoeffisienten til X og Y er tilsvarende gitt ved

Cov(X,Y)
pX,Y) = sd00) sd(N)°
Den har fglgende egenskaper:

" -1<p<i
= |p| =1 hvis og bare hvis Y er linezer funksjon av X
Hvis Cov(X,Y) = 0 (og dermed p(X,Y) = 0) da er X og Y ukorrelert.

Hvis X og Y er uavhengig, da er de ogsa ukorrelert, men ikke ngdvendigvis
omvendt.
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Oppsummering

Oppsummering

» Fordelinger for stokastiske variabler beskrives av lokasjons- og
spredningsmal som i deskriptiv statistikk.

= Felles oppfersel av to variabler beskrives med simultan-, marginal- og
betingede fordelinger.

= Kovarians og korrelasjon maler styrken til det linezere forholdet mellom to
stokastiske variabler.
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