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Hva er en parameter?

En parameter er et ukjent, men fast tall i en statistisk modell
Eksempel (binomisk modell):

= Vi har X ~ Bin(n, p)
= n: kjent (antall forsgk)
= p: ukjent parameter (sannsynlighet for suksess)

Malet i punktestimering:

» Estimere p fra observerte data
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Estimator og estimat

Estimat og estimator

Anta at vi har observert data x1,x2,...,X,. Et estimat av en ukjent
parameter 6 er en funksjon

0 = h(x1,X2,...,Xn)

som bare avhenger av dataene.

Anta at X;,X,...,X, er stokastiske variabler. Da er den stokastiske

variabelen A
0=h(X1,Xo,...,Xn)

en estimator for 0 og h(xy,X2,...,X,) er en realisering av denne
stokastiske variabelen.
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Estimat vs estimator
Det betyr at

= Estimatoren er selv en stokastisk variabel
= Estimatet er et tall

Eksempel (binomisk fordeling):

= X ~ Bin(n,p)
= Estimator for p:

X

P:;-

» Observasjon X =7 med n = 10 gir estimatet

p=0.7.
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Estimator og estimat

Estimator som funksjon

Hvis vi tenker ut fra en progammeringsvinkel, da er en estimator som en
funksjon i kode:

0=h(X,...,Xp)

hvor vi har:

= [nput: data (liste/array)
= Qutput: tall som estimerer parameter
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Utvalgsfordeling

Utvalgsfordeling

Estomatoren avhenger av tilfeldige data og er selv en stokastisk varibel.
Den har dermed ogsa en egen sannsynlighetsfordeling.
Dvs. 6 er tilfeldig og har:

= Forventning E(é)
= Varians Var(0)
= Ofte en kjent fordeling

Fordelingen til estimatoren kalles utvalgsfordeling.
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Utvalgsfordelingen til p i Bin(n, p)

Vi har en binomisk modell, X ~ Bin(n, p) hvor n er kjent og estimatoren for p er

gitt ved
X

PZE-

Vi kan na studere:

= Forventningen E(p)
= Variansen Var(p)
» Selve fordelingen til p
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Forventning og varians til p
For X ~ Bin(n, p) gjelder at E(X() = np og Var(X) = np(1 — p).

= Forventning:

B(p) :E(%() = B0 = np=p

= Varians:

Var(p) :Var(%() lVar(X) = 1 -np(1-p) = ,0(1n—P)

Var(p) avtar nar n eker: utvalgsfordelingen til p blir mer «konsentrert» rundt p.
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Fordelingene til X og p

X har verdimengde X = {0, 1,...,n} og diskret sannsynlighetsfordeling

PX = k) = (Z)p"m _p)" K k=0,1,...,n.

Estimatoren p = £ har dermed verdimengde # = {%,1, ... 24 = {o,1 ... 1}
0og sannsynlighetsfordelmg

,\_k _ _ _ ny n—k _
P(p_E)_P(X—k)—(k)pU—p) , k=0,1,...,n.

Sannsynlighetene er de samme, men «flyttet» til skalaen [0, 1].
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Fordelingene til X og p
Fordelingene til X og pndarn =10 0g p = 0.3:

Fordeling til X Fordeling til p = X/n

=k/n)

P(p

8 10 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
p
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Utvalgsgjennomsnittet
La Xy, ..., X, veere uavhengige og identisk fordelte med
E(X) =y,  Var(X) = o’

Vi definer utvalgsgjennomsnittet som

S

X;.

i=1

S|=

X =
Utvalgsgjennomsnittet har forventning

= 1<% 1
E(X) = — E(X) =— - =Uu.
X) ni; (X)) n nu =
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Utvalgsgjennomsnittet

Variansen til utvalgsgjennomsnittet er gitt ved

— 1 n 1 O.2
Var(X) = — E Var(X;) = = - no® = —
) )

n? < n n

Det betyr at nar n gker:

= Var(X) blir mindre
= Estimatoren blir mer presis
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Eksempel: Utvalgsgjennomsnittet

Fordelingen til utvalgsgjennomsnittet avhenger av fordelingen til de
opprinnelige Xy, ..., X,.

Tetthet for N(0,2) og utvalgsgjennomsnittet for n=10 og n=50

For eksempel, hvis 2001 X=N(0,2)
X1,...,Xn ~N(y,02),da 1731 )f,n=10
gjelder 1501 X, n=50
- 1.251
—_ 0'2 %1.00—
X’VN(H, —) '&,0.75— /"
n 0.50
0.25 A —_—
0.00 A
L S T
X
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Lokale vs. globale klimaendringer

NASA @ @NASA - Jan 30,2019 o -
into North America. ./ The culpritis a familiar

I starten av 2019 opplevde USA en ekstrem
kuldeperiode forarsakt av en sakaldt polarvirvel.

Det forte til flere diskusjoner om «mangel pa global
oppvarming».
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Utvalgsfordeling

Eksempel: Lokale vs. globale klimaendringer

Metservice &

@Metsenvice - Follow
Temperature records tumbled today in Wellington
(Kelburn) - one of New Zealand's best and longest

temperature records. Here's an initial selection of s
notable records or near-records “GG

Record breaking heat!

Warmest temp on record
Kelburn, Wellington
(Data since 1927)

ome

2nd warmest temp on record 33.6°C

Taumarunui
(Data since 1947)

X

3rd warmest temp on record 30.3° 4

Whenuapai
(Data since 1945)
setected e records broken today

mperature
5pm - Tuesday 29/01/19

5:06 AM - Jan 29, 2019
@ 64 @ Reply (2 Copylink

Read 9 replies
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En annen hendelse fikk mindre oppmerksomhet i
media: New Zealand opplevde pa samme tidspunkt
en ekstrem hetebglge med flere nye
varmerekorder.

Dette forte noen klimaforskere i Sveits til a
gjennomfgre en studie, hvor de sammenlignet
observerte lokale og globale klimaendringer.



Utvalgsfordeling

Eksempel: Lokale vs. globale klimaendringer

a o012 b o2
NCEP1 NCEP1
1951-1980 1951-1980
0.10 —— 2009-2018 0.10 + — 2009-2018
0.08 0.08 Al
z z I
2 0.06 2 0.06 -
[ 93
a) [a)
0.04 0.04
0.02 0.02 }
0 T Ll T 1 0 T T T T T T T T T
° Q 23 N % Q » S S LD P O PO P S
N N 4 N N /.f.) /,\‘.'v /,\.0 ,0/'\ /?J /Q‘.‘v PRSP SR
Local daily temperature anomalies (°C) Global daily temperature anomalies (°C)

Kilde: Sippel, S., Meinshausen, N., Fischer, E. M., Székely, E., & Knutti, R. (2020). Climate change now
detectable from any single day of weather at global scale. Nature Climate Change, 10(1), 35-41.
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Forventningsrett estimator

Forventningsrett estimator

En estimator @ for parameter 6 er forventningsrett hvis

E(f) =6,
og hvis E() # 0 sier vi at estimatoren er forventningsskjev.
Intuisjon:

= Hvis vi gjentar eksperimentet uendelig mange ganger, vil gjennomsnittet
av alle estimatene for en forventningsrett estimator vaere den sanne 6.

Eksempel:

= X med E(X) = u er en forventningsrett estimator for .
= ) =X/nmedE(p) = p er en forventningsrett estimator for p i Bin(n, p).
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Forventningsrett estimator

Estimatorer for varians

Vi har tidligere i kurset diskutert at standard estimator for variansen til en
stokastisk variabel er gitt ved

n-—114%

2 1 % v\2
§2 = D= X2
i=1

Vi skal nd vise at denne er forventningsrett, dvs. at E(5?) = 2.

Husk atvi har E(X;)) = E(X) = u, Var(X)) =02, Var(X) =d?/n
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1. Vi skriver $2 om:

1 & _ 1
52=— Xi—X)2 = ——
n—1;(' ) n—1

2. Vitar forventning pa begge sider:

Forventningsrett estimator

D (- w)? =n(X - p)?
i=1

B(S) = (E[Z(X/ - w?| - nE[(X - u)z])
i=1
= - 1 1 (Z E[(X; — w)?] - nE[(X - u)z]) :
i=1
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Forventningsrett estimator

3. Vi beregner de to forventningene:

E[(X; — n)?] = Var(X;) = a® for hveri
E[(X - u)?] = Var(X) =¢°/n

1 ( 5 02)
no“—-n-—
n-1 n

1
n-—1

4. Vi setter inn:

E(5%]) =

1
= (noz—oz):n 1(n—1)02:02.

2

= S? er en forventningsrett estimator for o”.
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Forventningsrett estimator

Intuisjon om n — 1 i nevneren

Vi bruker X til & estimere u

Dermed «bruker vi opp» én frihetsgrad

Det gir en systematisk undervurdering av variansen hvis vi deler pa n

Korrigering med n — 1 gir forventningsrett estimator
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Forventningsrett estimator

Forventningsrett «arves» ikke ngdvendigvis

Vi har vist at 5% er en forventningsrett estimator for g2:
E(5?%) = o?.

Men det tilsvarande standardawviket S = VS2 er ikke en forventningsrett

estimator for o:
E(S) # o.

Generelt: Hvis @ er forventningsrett for 6, da er ikke nedvendigvis g()

forventningsrett for g(0) (men det gjelder hvis g er en lineaer funksjon).
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Forventningsrett estimator

Eksempel: Estimering av E(5%) og E(S) for N(0,1) ogn =10

Kumulativ gjennomsnitt av 52 Kumulativ gjennomsnitt av S
1.71 —— Estimert S? 1.30 4 Estimert S
-=- Sanno?=1 --- Sanno=1
161 1.25
=] =]
515 G 1.201
£ £
1.4
s S 1154
13 ©
2 2 1.104
312 3
5 £ 1.05
29 <
1.00 === m e e e e e
1.0 1
0.95
10° 10t 10?2 103 104 10° 10 102 103 104
Antall simuleringer (log skala) Antall simuleringer (log skala)
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Effisient estimator

Varians til estimatorer

Mest effisient estimator

Av flere forventningsrette estimatorer for en parameter sier vi at den med
minst varians er mest effisient.

Intuisjon:

6, er mer presis enn 6 hvis

Var(6,) < Var(0,)
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Effisient estimator
Eksempel: To estimatorer for u

La Xi, ..., X, veere uavhengig og identisk fordelt med E(X;) = u, Var(X;) = o°.
Vi har to estimatorer for pu.

= Estimator A:

= Estimator B:

dp = X4
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Effisient estimator

Eksempel: Sammenlikning av fis og (i

m Begge er forventningsrette:

Elgal =u, Elag] =u

= De har forskjellig varians:

o? )
Var(fa) = - Var(dg) =0

= For n > 1 gjelder at:

= X er mer presis enn Xj

UNIVERSITETET
I 0SLO 26



Kvadratisk feil

Forventningsskjevhet og kvadratisk feil

Selv om det er bra med en forventningsrett estimator, sa ber ytelsen til en
estimator generelt bedemmes ut fra maten estimatene sprer seg rundt
parameteren 6 som skal estimeres.

Gjennomsnittlig kvadratisk feil

Anta at O er en estimator for parameteren 6. Den giennomsnittlige
kvadratiske feilen (mean squared error eller MSE) til 6 er gitt ved

MSE() =E[(6 - 6)].
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Forventningsskjevhet og kvadratisk feil

Det gjelder at

MSE(8) =E[(6 - 6)%]
=E[(0-E(6) +E(9) - 0)?]
=E([6 - E(9)]?) + 2[E(6) - O]E[0 — E(H)] + [E(H) — 6]
= Var(0) + [E() - 6]°

Dvs. den gjennomsnittlige kvadratiske feilen kombinerer variansen og den
kvadratiske forventningsskjevheten til 6.

Vi kan da utvide konseptet om effisiens til 4 inkludere forventningskjeve
estimatorer og si at 6, er mer effisient enn 6, hvis MSE(08,) < MSE(6,).
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Kvadratisk feil

Eksempel: En krympet estimator for forventningen u
En standard estimator for forventningen yu til uavhengige og identisk fordelte
stokastiske varibler X1, ..., X, er gitt ved gjennomsnittet:
.o 1x
p=x=- > x.
i=1
Estimatoren [ er forventningsrett

E(@) =u
og har varians
o2
Var({i) = —.
(@) p
MSE til {1 er dermed ogsa gitt ved
. 0
UNIVERSITETET MSE(1) = —
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Kvadratisk feil
Eksempel: En krympet estimator for forventningen u
Definer for en konstant c med 0 < ¢ < 1 en ny estimator:
b= cX.
Den nye estimatoren [ er forventningsskjev med
E(cfi) = cu

og varians

Var(fi) = cvar(X) = cz%z.
MSE er her gitt ved

MSE(fi) = Var () + [E(fi) - u]* = cz%z +(c— 1%,
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Kvadratisk feil

Eksempel: En krympet estimator for forventningen u

Vi kan na vurdere nar fi er mer effisient enn f, dvs. nar

MSE(fi) < MSE(Q).

Det gjelder nar
2 2

20 2.2 0O
cc— +(c—-1 < —
p (c=1u p

Hvis u er liten (for eksempel hvis vi vet pa forhand at u er nzer 0), kan dette lett
skje.
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Kvadratisk feil

Eksempel: En krympet estimator for forventningen u

For eksempel, anta at den sanne forventningen er gittved u =0 oglac =0.8.
I dette tilfelle er [i forventningsrett dersom E(cfi) = cu = 0 og dermed:

2 2
MSE(ji) = 0.82% - 0.64Z <

2
o
— = MSE
< ().

En (svakt) forventningsskjev estimator kan ha lavere MSE enn en
forventningsrett estimator hvis den reduserer variansen nok til at det veier opp
mot en liten forventningsskjevhet.

Denne type krymping er ideen bak mange regulariseringsmetoder i statistikk
og maskinlaering.
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Eksempel: To estimatorer for p i binomisk fordeling
Anta at X1,...,X, ~ Bernoulli(p) og Y = X7, X; ~ Bin(n, p). Da gjelder

= E(X;)) =pandVar(X;)) =1(1 —p) forallei=1,...,n
m E(Y) =npogVar(Y) =np(1-p).

Vi definerer to estimatorer for p:

S

Y
X =—
n

i=1

| — S| =

p1 =X
p2 = 2(X1 +X2)

Oppgave: Sammenlign effisiensen til p; og p, ved bruk av MSE.

(Husk at MSE(8) = Var(0) + [E(0) — 6]?)
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Eksempel: To estimatorer for p i binomisk fordeling

Bade pq og p, er forventningsrette:

E(p1) =p, E(p2) =p
For variansene gjelder at

Var(p) = %Var(Y) = @

_p(-p)

Var(p;) = 5 (Var () +Var(6)) = 5 (2p(1 - p)) = 2

p1 er mer effektivenn p, for n > 2:

MSE(p1) =

p(1n—p) PO -p) _ MSE(py).
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Antall elementer

Eksempel: Hvor mange elementer?

Anta at det finnes et ukjent antall elementer som er sekvensielt nummerert fra
1 til N.

Anta at X4, Xs, ..., X, er et tilfeldig utvalg trukket uten tilbakelegging fra disse
tallene 1,2,...,N.

Vi gnsker a estimere N fra de observerte tallene x4, x, ..., Xp.
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem

Under andre verdenskrig brukte de
allierte denne statistiske metoden for &
ansla hvor mange tyske stridsvogner
som var produsert hver maned.

Det gjorde de ved a analysere
serienummer pa forskjellige deler av
fangede stridsvogner.

Tyske Panzer V stridsvogner i 143
Bilde: Bundesarchiv, Bild 183-H26258 (wikipedia)
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem

Vi ser pa to naturlige estimatorer for N:

1. Maksimumsbasert estimator Nyax basert pa sterste serienummer:

M = max(Xi,...,Xn).

2. Gjennomsnittsbasert estimator Nmean basert pa utvalgsgjennomsnittet:

x=1

S| =
g
B

Vi gnsker forventningsrette estimatorer med minst mulig varians.
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem
Vi finner farst forventningen til utvalgsgjennomsnittet X.
Selv om vi trekker uten tilbakelegging, sa kan det vises at hver X; har marginal
fordeling
P(X; = k) :1& fork=1,2,...,N.

Forventningen til hver X; er dermed gitt ved

1 T 144N NIN+T)  N+1
E(X):1._+...+N._: — — )
N N N N 2
Forventningen er linear, ogsa for avhengige variabler, som gir
E(X) =E(X) = (LV + 1) /2. Hvis vi lgser for N far vi en forventningsrett estimator

for N basert pa X:

Nmean :2)_(_1-

UNIVERSITETET
1 OSLO 38



Antall elementer

Eksempel: German tank problem

For M kan det vises at sannsynlighetsfordelingen er gitt ved
-1

(1)

(n)

P(M=m) = m=n,...,N.

Det fglger at forventningen er lik

N
E(M) = ). mP(M =m) :%(N+1).

m=n
Hvis vi lgser denne ligningen for N far vi igjen en forventningsrett estimator

-~ n+1
max —

M—-1.
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Eksempel: German tank problem

Var(ﬁmean):
For a finne Var(Nmean) = Var(2X — 1) trenger vi Var(X).
For identisk fordelte Xj, X; gjelder

Var(X, + X2) = 2Var(X7) + 2Cov (X4, X2).

Den mer generelle regelen er

Var(X, + - --Xp) = nVar(Xy) + n(n — 1)Cov (X1, X2).

For & finne Var(X) trenger vi altsa Var(X;) og Cov (X1, X2).

UNIVERSITETET
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem
Var(Xy):

Vi har funnet
N+1

2

E(X) =

og vi har

B(X?) = 124 4 4N = 244 N2 gNINHDEN+T)  (N+ )N+ D
N N N N g
Dermed blir
Var(X;) = E(X?) - [E(X)]? = (N + 1)22N+ 1) ~ (N21)2

_ 22N> +3N +2) = 3(N> + 2N + 1) _(IN+DHIN-T)

12 12
UNIVERSITETET
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem

Cov(X1,X2):

Vi har at
VGI’(X1 +X2+"'+XN) =0

(dersom summen av alle er et fast tall og ikke tilfeldig). Regel for varians gir
0 = NVar(Xq) + N(N = 1)Cov(Xq,X2).
Vi laser for Cov (X1, X2):

1 1
COV(X1,X2) :—N 1Var(X1) :—E(N+1).
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem

Var(Nmean):

Vi har Nmean = 2X — 1 0g dermed:
Var(ﬁmean) = 4Var(X)

4
= ﬁVar(M + - Xp)

= %[nVar(Xﬂ +n(n—1)Cov(X1,X2)]

_i[n(N+1)(N—1) ~ n(n—1)(N+1)]

" n2 12 12
_(N+D)(N-n)

3n
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem
Var(NmaX):

Det kan vises at variansen til M er gitt ved
n(N+1)(N-n)
(n+12(n+2)°

Var(M) =

Vi har
—~ n+1

max —

M-1,

og bruker regneregler for varians til & finne variansen til Npay:

n+1\>n(N+1)(N=n) _(N+1)(N-n)
) (n+12(n+2)  nn+2)

n+1

n

2
Var(NmaX) = ( ) Var(M) = (
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem

Begge estimatorene er forventningsrette, sa vi sammenlikner variansene for a
finne hvilken estimator er mest effektiv:

Var( o) - (N+ DN =)
3n
~ _(N+1)(N-n)

Den relative effisiensen er definert som forholdet mellom variansene:
Var(Nmean) n+2
Var(Nmax) 3

Viser at Var(NmaX) < Var(ﬁmean) for alle N og hvis n > 2.

Nmax er dermed altid mer effisient enn Nmean medmindren = 1.
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Eksempel: German tank problem

Vi kan simulere fordelingene til Nmean og Nmax, f.eks. for N =300, n = 30:

Antall elementer

T
1 —
: Nmean
0.08 - =
: Nmax
. 1 === SannN
M) I
c 1
4 1
< 0.06 1 1
[ 1
- 1
9] 1
2 1
s 1
o 0.04 A !
- :
kol 1
< 1
:
= 0.02 1
1
i
1
1
1
0.00 T T T T 1 T T T T
200 225 250 275 300 325 350 375 400
N-estimat
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Antall elementer

Eksempel: German tank problem

Husk at vi har definert:

—~

Nmean :2)_(_ 1,

~ n+1
max —

M—1.

Anta at n = 5 og at vi har observert

7 3 10 45 15.
Finn verdien av estimatorene Nmax og Nmean for disse dataene.
Virker noe rart her?
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Maksimum likelihood

Tilfeldig utvalg

Tilfeldig utvalg

Anta at Xj;,X»,...,X, er uavhengige og identisk fordelte stokastiske
variabler med marginalfordeling gitt ved tettheten f(x).

Da sier vi at X1, Xo, ..., X, er et tilfeldig utvalg fra f(x)-populasjonen.

Hvis vi har observert verdier xi,xo,...,X, til hver av de stokastiske

variablene X1, X5, ..., X,, da sier vi at x1, X2, ..., X, er et observert tilfeldig
utvalg.
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Maksimum likelihood

Fra hvilken fordeling kommer dataene?

== N(O,1)
0.4 N(L,1)
7 N(0,2°2)
0.3
k]
=
E 0.2
0.1
0.0
“a - 0 2 4
X
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Maksimum likelihood

Fra hvilken fordeling kommer dataene?

0.4 1 [ N(0,1)
N(1,1)
7777 N(0,272)
0.3 A
k9]
£ 0.2 A
E’ .
0.1
0.0 1

Gjennomsnittet til utvalget: 0.2154
Standardavviket til utvalget: 1.2869
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Maksimum likelihood

Likelihoodfunksjonen

Likelihoodfunksjonen

Anta at Xy, Xa, .. . X, er stokastiske varibler med simultan tetthetsfunksjon
f(x1,x2,...,%n; 0), der @ er en eller flere parametre.

Anta videre at en formel for simultanfordelingen f (x4, X2, . . ., Xp; 0) er kjent,
men at verdien til 6 er ukjent.

Hvis man observerer verdier x1,x7,...,X, til hver av de stokastiske
variablene X1, Xz, ..., X, er likelihoodfunksjonen gitt som

L(6;X1,X2, ..y Xn) = f(X1,X2, ..., Xp; 0).
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Maksimum likelihood

Likelihoodfunksjonen

Merk at f(x1, X2, ..., Xn; 0) er et utrykk for hvor sannsynlig det er & observere
det man har observert.

Her er

® f(X1,X2,...,Xp; 0) en funksjon av x4, x2, .. ., X, mens O har en fasthold verdi.
® [(6;Xx1,X2,...,Xn) en funksjon av 6 mens x1, X2, ..., X, har en fasthold verdi.
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Maksimum likelihood

Likelihoodfunksjonen

Hvis vi antar at X1, Xa, ..., X, er et tilfeldig utvalg fra f (x; 8)-populasjonen, da er
simultanfordelingen til X1, X, ..., X, lik produktet av de n marginalfordelingene

slik at vi far

n
L(O;X1,X2,...,Xp) = nf(x,-; 0).
i=1

I praksis kan det veere upraktisk a jobbe med at produkt av mange sma tall.
Derfor bruker vi ofte log-likelihoodfunksjonen:

2(0; x1,X2, ..., Xn) =109 (L(6; X1,X2, . . ., Xn))
n
= Z log (f(xi; 0)).
p
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Maksimum likelihood

Fra hvilken fordeling kommer dataene?

Gjennomsnittet til utvalget: 0.2154
Standardavviket til utvalget: 1.2869

0.4+ =3 N(0,1)
Likelihood: N(1,1)
L(data | N(0,1)) = 6.731140e-12 034 N0272)
L(data | N(1,1)) = 9.419576e-14 3
L(data | N(0,2)) = 1.591514e-12 8027
0.1 A
Log-likelihood:
log L(data | N(0,1)) = -25.724277 0.0 1
log L(data | N(1,1)) = -29.993401 4 2 0o 2 4
log L(data | N(0,2)) = -27.166335 *

UNIVERSITETET
1 0SLO 54



Maksimum likelihood

Fra hvilken fordeling kommer dataene?

10 le—11 Likelihood (o = 1) Log-likelihood (o = 1)
. - .
—-==- Utvalgsgjennomsnitt H =251 '
! 1
! —-301 1
0.8 | 30 !
! 1
! 1
I —35 4 H
i 3 !
3 0.61 ! 8 —40 1
o 1 < 1
< 1 ] 1
e H X —45- !
é 0.4 I > 1
1 S 1
] —=50 1 I
! 1
! 1
0.2 1 ! —55 A !
! 1
i -60 !
0.0 : —-=-=- Utvalgsgjennomsnitt
. ! T
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
H u
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Maksimum likelihood

Maksimum likelihood-prinsippet

Maksimum likelihood-prinsippet (sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet)

Dersom man skal estimere verdien til en parameter 6 ut fra observerte
verdier x1, X2, . . ., Xp, Skal man velge som estimat den verdi av 8 som gjar
det mest sannsynlig & observere de verdiene man faktisk har observert.
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Maksimum likelihood

Maksimum likelihood-prinsippet

Maksimum likelihood-estimator og estimat

La h(x1,X2,...,%,) betegne estimatet for 6 man far ved a benytte
sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet. Maksimum likelihood-
estimatoren for 0 for er da

é = h(X1’X2)- --,Xn):

mens tilherende observert verdi 8 = h(xy,Xs, ..., X,) der x1,Xa, ..., Xn €F
observerte verdier, kalles maksimum likelihood-estimatet (MLE).
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MLE for binomisk fordeling

Anta at X ~ Bin(n, p) og at vi observer X = x.

Likelihoodfunksjonen er gitt ved

n -
L(p;x) = (X)pxﬂ -p)"
og den tilsvarende log-likelihood er gitt ved

£(p;x) =xlogp + (n—x)log(1 —p) + konstant.
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Maksimum likelihood

MLE for binomisk fordeling

Vi finner maksimumsverdi ved a derivere med hensyn til p og lese for den
deriverte lik null:

= Deriver £(p; X):

- X

d X n
—(p;x) =— -
dp p 1-p

m Sett lik null:

X n—x n—x

—0:>X— = x(1 )=p(n—-Xx) =>x=np=p =
= P 1-p P)=p =Np = Pmie =

p 1-p

Dette er den samme estimatoren som tidligere: p = X/n.
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Maksimum likelihood

MLE for Poissonfordelingen

Anta at X1, ..., X, ~ Poisson(A) og at vi observer xy, ..., X,.

Likelihoodfunksjonen er gitt ved

n

L Nie=A 1
L(A; X1, .., Xn) :1—[ :)tzx"e"”l—[—

i1 X;!
= X i=1 "

og den tilsvarende log-likelihood er gitt ved

n

(A X1,...,%y) = (in) log A — nA + konstant
i=1
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Maksimum likelihood

MLE for Poissonfordelingen

Vi deriver:
d 2 X
—E8(A; X1,...,Xn) =— —n
dﬁ ( 1 n) A
Lgser for den deriverte lik null:
D X 1 <
; _
-n=0=A=- Xi=X
A n ; !
Finner MLE:
;\MLE =X
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Maksimum likelihood

MLE for normalfordeling

Anta at X;,...,X, ~ N(u, g?). Vivil vise i forelesningen at hvis b&de u og o2 er
ukjent, da gjelder:

A

v =X

2
Be = Z(X/ X)
Merk at 6,%,|LE er forventningsskjev; forventningsrett estimator bruker
normalisering 1/(n —1).
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Maksimum likelihood

Egenskaper til MLE

Under svake antakelser er MLE ofte:
= Konsistent, dvs. at Oy g — 0 narn — oo

= Asymptotisk normalfordelt: For stor n er fordelingen til éMLE naer
normalfordeling

= Asymptotisk effisient: MLE har minst mulig varians (asymptotisk) blant
mange estimatorer

Men:

= MLE kan veere forventningsskjev for endelig n
= Det a finne MLE kan kreve numerisk optimering i mer kompliserte modeller
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Oppsummering

Oppsummering

Vi har diskutert

estimator vs estimat

utvalgsfordelinger

forventningsrette og forveningsskjeve estimatorer
effisiens

maksimum likelihood
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