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Simultane og marginale punktsannsynligheter
for diskrete stokastiske variabler

For to diskrete stokastiske variabler X og Y er den
simultane punktsannsynligheten gitt ved

p(x,y)=P(X=xo0g Y =y)

Den marginale punktsannsynligheten for X er
P (X)=P(X =x) =D p(x.y)
y

Den marginale punktsannsynligheten for Y er

P (¥)=P(Y =y)=> p(X,y)



Betinget punktsannsynlighet for diskrete
stokastiske variabler

Den betingete punktsannsynligheten
for Y gittat X = x er gitt ved

Pyx (Y | x)=P(Y =y | X =X)

_P(X=xogY=y) _pxy)
P(X = Xx) Px (X)

Den betingete punktsannsynligheten for X gitt at
er Y=y erqitt ved

p(x,y)
p,(y)

Pyy(X|y)=P(X=x|Y =y) =



Eksempel — Fordeling av karakterer

La X vaere karakteren i norsk og Y karakteren i
matematikk for en tilfeldig valgt elev

Simultan og marginal punktsannsynlighet for
X og Yer gitt i tabellen (i prosent)

y~2X |1 2 3 4 5 6 | P(Y=y)

1 1 4 5 3 13

2 1 4 11 6 . 22

3 1 4 8 8 2 23

4 3 7 6 4 20

5 1 3 6 5 1 16

6 1 2 2 1 6
PX=x)| 3 16 35 31 13 2 100




v~X|1 2 3 4 5 6 |P(Y=y)

1 1 4 5 3 13

2 1 4 1M1 6 - 22

3 1 4 8 8 2 23

4 . 3 7 6 4 20

5 1 3 6 5 1 16

6 - -1 2 2 1 6
PX=x)| 3 16 35 31 13 2 | 100

Gittat X =5, har vi (f. eks.) at

p(5,4) 47100
p,(5)  13/100

Py (4]5) = -0.31 (31%)

p(55)  5/100
p.(5)  13/100

Py (515) = - 0.38 (38%)



Betinget forventning og varians for
diskrete stokastiske variabler

Den betingete forventningen for Y gittat X =x
er gitt ved

Hyx—x :E(ylxzx):ZY'pY|x(Y|X)
y

Den betingete variansen for Y gittat X =x
er gitt ved

O-\%|X:x =V(Y | X =x)= Z(y_;uwxzx)z 'pY|x(y | X)
y

Tilsvarende gjelder for betinget forventning og
varians for X gittat Y=y



Eksempel (forts)

yv~X|1 2 3 4 5 6 |PY=y)

1 1 4 5 3 . - 13

2 1 4 1M1 6 - 22

3 1 4 8 8 2 23

4 . 3 7 6 4 20

5 1 3 6 5 1 16

6 - -1 2 2 1 6
PX=x)| 3 16 35 31 13 2 | 100

Gittat X =5, er forventetverdiav Y

6
Hyx-5 = zy ' pY|X(y |5) =4.54
y=1

Gitt at X =3, er forventetverdiav Y

6
Hy|x—3 = Zy ' pY|X(y | 3)=2.86
y=1

(Python-
kommandoer
pa neste slide)



Python-kommandoer for a beregne de
betingete forventningene pa forrige slide

tmp = np.arange(1,7)

X = np.tile(tmp,(6,1))

y = X.transpose()

pxy = np.array([[0.01,0.04,0.05,0.03,0.0,0.0],
0.01,0.04,0.11,0.06,0.0,0.0],
0.01,0.04,0.08,0.08,0.02,0.01,
0.0,0.03,0.07,0.06,0.04,0.0],
0.0,0.01,0.03,0.06,0.05,0.01],
0.0,0.0,0.01,0.02,0.02,0.01]])
px = sum(pxy)
sum(tmp*pxy.transpose()[4]/[px[4]])
sum(tmp*pxy.transpose()[2])/[px[2]])




Simultane og marginale sannsynlighetstettheter
for kontinuerlige stokastiske variabler

For to kontinuerlige stokastiske variabler X og Y
har vi en simultan synlighetstetthet f(x,y)

De marginale sannsynlighetstetthetene
for Xog Yer

()= [ Fx,y)dy

o0

f,(y)= | f(x.y)dx

—00



Betingete sannsynlighetstettheter for
kontinuerlige stokastiske variabler

Den betingede sannsynlighetstettheten for Y gitt
at X =x er gitt ved

oty 0= )

Den betingede sannsynlighetstettheten for X gitt
at Y =y erqitt ved

f(X,y)
f, (¥)

fX|y(X ly)=
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Eksempel (fra laereboka)

X 0og Y har simultantetthet

f( ) Kg(x+y2) OSXS1, Oéyg']
X,V )=+

\

0 ellers

De marginale tetthetene er (for 0<x<1, 0<y<1)



Den betingete tettheten for Y gitt X =x er
(for0 <y <1)

f(xy)
fx (%)

frix(1x) =

6
e +y%)

_3(x+y2)
 3x+1

Et tilsvarende uttrykk gjelder for den betingete
tettheten for X gitt Y=y
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Betinget forventning og varians for
kontinuerlige stokastiske variabler

Den betingete forventningen for Y gittat X =x
er gitt ved

Hyx—x =E(Y | X =Xx) = IY’fwx(.V'X)dy

Den betingete variansen for Y gittat X =x
er gitt ved

Ooxy =VY I X =X)= [ (Y = ttyx VT (v | X)dly

Tilsvarende gjelder for betinget forventning og
varians for X gittat Y=y
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Eksempel (forts)

Den betingete tettheten for Y gitt X =x er
(for0 <y <1)

3(x+y*%)

frix(lx) =

Den betingete forventningen til Y gitt X = x er

o

Hy|x=x = J}"fY|X(3’|x)dy

— 0O

1
f 3(x+vy%) 2x + 1
Y- =

3x + 1 dy_4(x+%)

0



Uavhengige stokastiske variabler

To stokastiske variabler X og Y er uavhengige
hvis vi for alle (x,y) har at

P(X,¥) =Py (X)-py(Y) (diskret)

f(x,y)=f, (x)-f,(y) (kontinuerlig)

X 0og Y er uavhengige hvis og bare hvis de
betingete punktsannsynlighetene / tetthetene er lik
de marginale punktsannsynlighetene / tetthetene

15



Binormalfordeling

X 0og Y er binormalt fordelt med simultantetthet
s S v O Ol (B

lllustrasjon for ¢, =u4#,=0, o,=0,=1 og p=0.50




Eksempel: Rekkevidde og hayde for unge kvinner

(australske data)
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Vi har to kontinuerlige

stokastiske variabler
X = rekkevidde
Y = hagyde

X og Y er binormalt

fordelt med
e = pp =164
0-1 — 0-2 — 10
p = 0.90
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Den marginale tettheten for X er (krever en del

regning)

R 1

r

fe(x)= | f(x,y)dy = — s &P

—00

Altsa er X~N (4, 07)
Tilsvarende er Y~N (u,, 05)

Videre har viat o =corr(X,Y)

1

207
\

Hvis p =0, er X og Y uavhengige

(X_:U1)2
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Den betingete tettheten til Y gitt X = x er
(krever en del regning)

F(x,y)
i (X)

Fx (Y | X) =

-

2
1 X —
(y—,u2—p(72 Mj

1
= expq —
o,\1- p°\2rx \ 20, (1- p°) O

Altsa er

X — U
[Y[X = x]~N (.Uz +po,— =, 02(1— pz))
1
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Regresjon mot gjennomsnittet

For binormalfordeling har vi at

X — K
O,

Hyix_x = Hy T PO,
som Vi kan skrive

Hyix=x — H X — U,
O, oF

Eksempel
Hoyde av madre og datre (jf leereboka 333-334)



Dobbelforventning

Den betingete forventningen for Y gittat X = x
er gitt ved (for diskrete tilfellet)

Hyx—x =E(Y | X =Xx)= ZY‘pwx(y | X)
y
Vi har at uyx_, = h(x) er en funksjon av x

Merk at
E[E(Y | X)|=Eh(X) = Z(Zy Py (V| X)j Py (X)

X

=§§%P<X’y> =Ny -p,(y) =E(Y)

Resultatet gjelder tilsvarende for det kontinuerlige
tilfellet
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Eksempel

Simultan og marginal punktsannsynlighet for X = karakter i
norsk og Y = karakter i matematikk er gitt i tabellen

v ~X|1 2 3 4 5 6 |PY=y

1 1 4 5 3 - 13

2 1 4 M1 6 - 22

3 1 4 8 8 2 23

4 - 3 7 6 4 - 20

5 1 3 6 5 1 16

6 -1 2 2 1 6
PX=x)| 3 16 35 31 13 2 | 100

Vi finner

x 1 2 3 4 5 6
., 2.00 256 286 3.39 4.54 550

Det gir
E(E(Y| X))=2.00-0.03+....+5.50-0.02 =3.22=E(Y)
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