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1. EXSPERIMENTER, UTFALLSROM OG HENDELSER

Dette er notater delvis basert pa Kapittel. 2.1 i Devore et al. (2021). Du ber lese
dette kapittelet for du leser videre. I det minste, gjor deg kjent med definisjonene
av union, snitt, og komplement.

1.1. Eksperimenter. Vi kan vere usikre pa hva som skal skje, pa4 hva som er
tilfellet akkurat né, og pa hva som har skjedd. Tenk pa et eksperiment om enhver
situasjon der vi er usikre pa noe. Spinner vi et kronestykke opp i lufta er vi usikre
pa om det vil vise kron eller mynt. En lege gir en pasient en ny type medisin og er
usikker pa om den vil veere lindrende, ikke ha noen effekt, eller gjgre ting veerre.
Teller vi antall kast med en terning til vi far var forste sekser er vi usikre pa hvor
mange ganger vi ma kaste terningen. En meteorolog er usikker pa hvor mye regn
det vil falle i morgen. Meterologen er ogsa usikker pa differansen mellom regnfallet i
morgen og dagen etter i morgen. En kvinner lurer pa4 om hun er gravid. En historiker
lurer pa hvor mange av de som levde i Norge i 1348 fortsatt var i live i 1351. En
dommer er usikker pa om den tiltalte er skyldig eller ikke.

1.2. Utfallsrom. Et utfallsrom er en mengde som inneholder alle mulige utfall av
et eksperiment. Vi bruker typisk symbolet £ (‘store omega’) for utfallsrommet. For
myntkastingen er utfallene kron eller mynt, sa utfallsrommet er

Q = {kron, mynt}.
For testingen av den nye medisinen er utfallsrommet
Q = {lindrende, ingen effekt, veerre}.

Utfallsrommet for antallet ganger vi mé kaste en terning til vi far var fgrste sekser
er

Q={1,2,...}.
For mengden regn i morgen, (gitt av vi kan méale det helt presist), kan et naturlig
utfallsrom veere
Q=1[0,00) ={w e R: w >0},
og for differansen mellom regnet i morgen og i overimorgen er et naturlig utfallsrom

Q=R

Et mulig utfall er et element i utfallsrommet. Dersom vi kaster en terning gjennom-
forer vi et eksperiment med seks mulige utfall, utfallsrommet er Q = {1,2,3,4, 5,6},
og 1,2,3,4,5,6 er utfall. Dersom vi kaster to terninger, en bla og en rgd, har ut-
fallsrommet 6 x 6 = 36 mulige utfall p& formen w = (bla terning, rgd terning).
Utfallsrommet er

0={(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}.
og (6,6) er et mulig utfall.

1.3. Hendelser. La ) veaere et utfallsrom. En hendelse er en delmengde A C €, slik
at vi under betingelsene til eksperimentet, kan avgjgre om A intraff eller ikke. At en
delmengde A inntreffer betyr at utfallet w € A. Tenk pé eksperimentet der vennen
din kaster to kronerstykker, et farget blatt og et farget rgdt, slik at utfallsrommet
er

Q = {(kron, kron), (kron, mynt), (mynt, kron), (mynt, mynt)},
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men der vennen din kun forteller deg utfallet til det bla kronestykket. Dersom
w = (wy,ws) er et utfall betyr dette at vennen din kun forteller deg wy, og holder
wy skjult. Pa bakgrunn av et slikt eksperiment vil vi kunne vite om

A = {bla kron} = {(kron, kron), (kron, mynt)}
intraff, og om
A¢ = {bla mynt} = {(mynt, kron), (mynt, mynt)},

intraff, og her er dette all interessant informasjon eksperimentet gir. Altsa er del-
mengden A en hendelse, og A€ ogsa en hendelse. Den ikke s& interessante informa-
sjon eksperimentet gir, er at Q intraff (det gjor det alltid) og at @ ikke intraff (det
gjor det aldri). S& Q og 0 er ogsd hendelser. Samler vi sammen alle hendelsene i
eksperimentet der vennen din kaster to kronestykker men skjuler utfallet til det rgd
kronestykket, far vi familien av hendelser gitt ved

A={0,0Q,A, A°}.
Na, se pa delmengden
B = {bla og rod kron} = {(kron, kron)}

Siden vi kun har informasjon om det bla kronestykket, kan vi ikke vite om B intraff,
uansett utfall. Dette betyr at i eksperimentet der vi kun har informasjon om det
bla kronestykket er ikke B en hendelse. At B ikke er en hendelse ser vi ogsa fra at
B ikke er i A, som jo er familien av hendelser.

La nd A og B veere to delmengder av et eller annet utfallsrom €. Hvis vi kan
avgjore om A intreffer, og vi kan avgjgre om B intreffer, si kan vi avgjgre om A
eller B intreffer, altsd om A U B intreffer. Sagt pa en annen mate, dersom A og B
er hendelser, s er AU B en hendelse. Og slik kan vi fortsette.

Motivert av dette skal vi samle alle delmengdene av €2 som vi kaller hendelser i
en familie A, og kreve at denne familien av delmengder er slik at

(i) hvis A € A, s er A° € A; og

(ii) hvis A1, Ag,... € A, sder Up>14, € A
Her er Up>14, = Ay U Ay U---. Vi sier at A er lukket under komplementer og
tellbare unioner. En slik familie av delmengder kalles en o-algebra. Merk at fra (i)
og (ii) folger det at Q € A og at den tomme mengden () = Q° € A (vis det). For et
gitt utfallsrom 2 utstyrt med en o-algebra A, definerer vi delmengdene inneholdt
i A som hendelser: En delmengde A € A er en hendelse.

For myntkastet har vi et utfallsrom Q = {kron, mynt}. Da kan vi sjekke at

familien av hendelser

A= {(07 Q, {kron}, {mynt}},
er en o-algebra. For en fotballkamp er utfallsrommet Q = {h, u, b}, og en o-algebra
pa Qer

B ={0,Q,{h}, {u}, {b}, {h, u}, {h, b}, {u, b}}.

Familien F av delmengder av 2 = {h,u, b} gitt ved
C={0,9,{h}, {u,b}},

er ogsa en o-algebra pa (2, men det er o-algebra som kun gir oss informasjon om
hjemmelaget vant eller ikke (ikke om det ble uavgjort, f.eks.). Dette betyr at {b}
er en hendelse nar vi arbeider med B, men ikke dersom vi arbeider med C.



Fra de tre o-algebraene A, B, C ser vi at kravet om at de er lukket under uendelig
tellbare unioner er & ta litt hardt i, fordi A bare har fire medlemmer, B har atte,
og C har fire. Generelt, for et endelig utfallsrom 2 med k elementer, kan ingen
o-algebra pa  inneholde mer enn 2* delmengder av 2. Potensmengden

2% — {alle mulige delmengder av Q},

inneholder 2/¥l elementer, der || = antall elementer i Q. P4 et endelig utfallsrom
holder det derfor & kreve at A er en algebra av hendelser. Familien A av delmengder
av ) er en algebra pa 2 dersom

(i) hvis A € A, sd er A° € A; og

(i) hvis A,Be€ A, sder AUB € A.

!/

Igjen, fra (i)’ og (i)’ fglger det at Q og ( er i A. Du kan sjekke at en o-algebra

alltid er en algebra, og at pa endelige utfallsrom er en algebra en o-algebra, si
derfor holder det & snakke om o-algebraer.

1.4. Oppgaver.
(a) Overbevis deg selv om at for alle mengder A, B, C, har vi
(i) AUB=BUA,og ANB = BN A;
(i) AU(BUC)=(AUB)UC,0g AN(BNC)=(ANB)NC;
(iii) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),0g AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
Dette er henholdvis den kommutative, den assosiative, og den distributive egenska-
pen til union og snitt.

Oppgave 1.1 La Q veere en mengde, og la A og B veere delmengder av €.

(a) Tegn Venn-diagrammer eller finn andre argumenter som overbeviser deg om
det folgende

A=
AUB=(A\B)U(B\ A)U(ANB);
AC(AUB),og BC (AUB);

(xi) 0 C A.
(b) De Morgan’s lover sier at
(AU B)® = A°N B¢
(AN B)° = A°U B¢
Bevis dem. Gjerne ved hjelp av Venn-diagrammer.

Oppgave 1.2 La B, Ay, Ao, ... veere delmengder av en mengde 2. Husk definisjo-
nene

Up>14, =Upl A, = A1 UA U ={weQ:we A, for minst en n > 1},
M>14, =Np2 A =A1NA N ={weQ:we A, for alle n > 1},

algebra av
hendelser

De Morgan’s
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med den endelige unionen U)"_; A, = A;U---UA,, og det endelige snittet N, A, =

n

AiN---N A, definert tilsvarende.
(a) Vis at

Uis1A4; = A1 U (Us>24;), og  Ni>1 Ai = A1 N (Nix24;),

og at det her ikke er noe spesielt med A;.
(b) Vis at

BN (Up>14n) =Up>1(BNAy), og BU(Np>14,) =Np>1(BUAR).
(c) Anta at Up>14, =Q, la B C Q, og vis at
B= UnZl(B N An)

Anta nd at Aq,..., A, er disjunkte, det vil si A; N A; =0 for alle i # j. Vis at da
er (BN A;) og (BN Aj) ogsa disjunkte for alle ¢ # j. En disjunkt samling mengder
Ay, As, ... hvis union utgjgr €2, kalles en partisjon av 2.

(d) Utvid De Morgan’s lover fra to til uendelige mange mengder: Vis at
(UnzlAn)c - ﬂnZlA%a 0og (mn21An)c = UnZlAfy

(e) Forklar at de egenskapene du na har utledet for uendelige unioner og snitt,
ogsé holder for endelige unioner og snitt.

Oppgave 1.3 Vi slar kron-eller-mynt med tre kronestykker samtidig.

(a) Skriv ned utfallsrommet €.

(b) Hvor mange delmengder er det i potensmengden 2 pa Q? Du skal slippe &
skrive dem ned.

(c) Skriv ut delmengden A = {tre like}.

(d) Skriv ned den minste algebraen som inneholder A.

Oppgave 1.4 La A;,..., A,, B vere mengder i en algebra A pa .

(a) Visat U, A; € A

(b) Vis ogsa mengder som N, AS, og B\ (U1 4;), og s& videre, er i A.
Oppgave 1.5 La () veaere et utfallsrom.

(a) La Ag = {4;,...,A,} veere en partisjon av ). Betrakt familien av mengder

definert ved

A = {0, alle unioner av mengder in Ag}.

Vis at A er en algebra. Vi sier at A er algebraen generert av Aj.

(b) La B veere en algebra pa Q slik at Ay C B. Vis at A C B, altsi at algebraen
generert av Ay den minste algebraen som inneholder Aj.

2. SANNSYNLIGHETSMAL

Vi har et ufallsrom 2 og en c-algebra av hendelser F pa dette utfallsrommet.
Sagt pa en torr(?) mate, sd handler den matematiske teorien om sannsynlighet om
& male den relative stgrrelsen til hendelser.
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2.1. Kolmogorovs aksiomer. Et sannsynlighetsmal er en funksjon Pr(-) med do-
mene F som antar reelle verdier,

Pr: F > R,

og tilfredsstiller Kolmogorovs aksiomer, det vil si de tre fglgende egenskapene

(i) Pr(A) > 0 for alle hendelser A;
(ii) Pr(Q) =1;
(ili) Pr(Up>14,) = >, > Pr(Ay) for disjunkte hendelser A;, A, ..., det vil
si AN Aj =0 nar i # j.

Den tredje egenskapen kalles tellbar additivitet. Setter vi samme utfallsrommet €2,
o-algebraen F av hendelser, og et sannsynlighetsmal Pr definert pa F, far vi sann-
synlighetsrommet (€2, A, Pr). Et slikt sannsynlighetsrom er en matematisk modell
for & si noe om tilfeldighet eller usikkerhet. Det er den eneste slike modellen vi
forholder oss til i dette emnet (og for den saks skyld, i alle andre emner i sannsyn-
lighet og statistikk jeg vet om pé& Blindern). Dersom utfallsrommet vart er endelig,
Q={w,...,wr}, sd o-algebraen F kun innholder endelig mange delmengder, blir
kravet i (iii) til et krav om endelig additivitet

(iii)” Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) for alle disjunkte A, B € F.

S& dersom vi jobber pa et endelig utfallsrom med en algebra A av hendelser, sa er
en funksjon @: A — R som tilfredsstiller (i), (ii), og (iii)’ et sannsynlighetsmaél.

At sannsynlighetsmal er tellbart additive gir dem visse kontinuitetsegenskaper,
kalt kontinuitet av sannsynlighetsmal: La Ai, Ao, ... veere en voksende fglge av
hendelser, det vil si Ay C Ay C ---. Daer

Pr(Up,>14,) =1limPr(4,),
- n

Tilsvarende, dersom B, Bo, ... er en avtagende fglge av hendelser, By D By D - - -,
sa er

Pr(N,>1By) = limPr(B,,).

Vi beviser den forste av disse for & se hvordan tellbar additivitet brukes. La A1, Ao, . ..

veere en voksende fglge mengder. Sett Ay = () og definer
D,=A,\ An_1, forn>1.

Som en oppgave, forklar hvorfor D, er en hendelse; at D, og D,, er disjunkte
for alle n # m; og at U,>1A4, = Up>1D,,. Bruker vi disse tingene kombinert med
tellbar additivitet finner vi at

Pr(Up>Ay) = Pr(Up>Dy) = Y Pr(Dy)

n>1

=lim Y Pr(D;) =lim» {Pr(4;) — Pr(4;_1)} = limPr(4,).
j=1 j=1

Den andre likhetene bruker tellbar additivitet, den fjerde bruker en egenskap du
skal bevise i Oppgave 2.1(e) (og at A;_1 C A;), mens den siste likheten bruker at
til venstre for denne har vi en teleskoperende sum.

sannsynlighetsrom



2.2. Oppgaver.

Oppgave 2.1 La A, Ay, Ay ... og B veere hendelser, og Pr et sannsynlighetsmaél.
Vis at

(a) Pr(0) = 0;

(b) Pr(UiL,A z) > i1 Pr(Ad);

(c) Pr(A) =1—Pr(4°%);

(d) Pr(4) <1;

(e) Pr(B\ A) =Pr(B) —Pr(AN B);

(f) Pr(AUB) =Pr(A) 4+ Pr(B) —Pr(AN B), sa Pr(AU B) < Pr(A) + Pr(B);

(g) Hvis A C B saer Pr(A) < Pr(B).

Oppgave 2.2 I denne oppgaven tar vi egenskapen fra Oppgave 2.1(f) litt videre.
(a) Vis at for alle hendelser Ay, ..., A, er Pr(UjL  A;) < 377, Pr(4;).
(b) Vis at dette ogsa holder for uendelig mange hendelser A;, As, ..., det vil si

PI‘ n>1A Z PI‘

n>1

som betyr at sannsynlighetsmal er tellbart subadditive.
Oppgave 2.3 La Q = {1,2,3,4,5,6} veere utfallsrommet forbundet med et ter-
ningkast.

(a) Definer funksjonen
A
Qi(A) = % for all A € 29,

der |A| = antall elementer i A. Vis at @ er et sannsynlighetsmal pa 2. Sannsyn-
lighetsrommet (£2,2?, Q) er det forbundet med & kaste en rettferdig terning.

(b) Definer funksjonen
1 Q
QQ(A):ﬁZw, for all A € 29,
w€EA
Vis at @5 er et sannsynlighetsmal.

(c) Forsgk & konstruer en funksjon W pa 29 slik at W (A) > 0 for alle A € 2 og
W(Q2) = 1, men som ikke er et sannsynlighetsmal.

(d) La Q = {w1,...,wn} veere et utfallsrom, og A en algebra av hendelser pa €.

La p1,...,pm veere tall in [0, 1] slik at Zj 1pj =1 Visat Q3(A4) = Z] wo,eA P for
A € A er et sannsynlighhetsmal.
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