FORMELSAMLING TIL STK1110

(Versjon av 3. juni 2021)

1. Sannsynlighet

La A, B, Ay, Ay, ..., By, By, ... veere begivenheter, dvs. delmengder av et utfallsrom S

a) Aksiomene:

Et sannsynlighetsmal P er en funksjon fra delmengder av utfallsrommet S til de
reelle tall som tilfredsstiller

P(4)>0

P(S) =1

P(GAZ) - iP(Ai) hvis A; N A; =0 for i # j
b) P() =0
¢) P(UL, Ai) = Xhy P(A) bvis 40 Ay =0 for i #
d) P(A)=1— P(A)
e) P(A) <1
e) P(LAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANnB)
f) Betinget sannsynlighet:

paB) = 2405 (];4(2;9 ) wis P(B) > 0

g) Total sannsynlighet:

k k
P(A) =) P(A|B)P(B;) hvis | JBi =8 og BN B; = fori # j

i=1 =1

h) Bayes’ setning:

P(A|B;)P(B;)

P(Bj|A) = —;
> ie1 P(A|Bi) P(B;)

under samme betingelser som i g)

i) A og B er uavhengige begivenheter hvis P(AN B) = P(A)P(B)
j) Ai,..., A, er uavhengige begivenheter dersom

for alle delmengder av indekser 7y, is, ..., i
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k) Produktsetningen:

P(A N---NA,)
= P(A)P(As)A))P(As] Ay N A) - P(AL A N As (-1 Ay

2. Kombinatorikk

a) To operasjoner som kan gjores pa henholdsvis n og m mater kan kombineres pa
n - m mater.

b) Antall ordnete utvalg med tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n”

¢) Antall ordnete utvalg uten tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n(n —1)---(n —r+1)

d) Antall mater n elementer kan ordnes i rekkefglge pa (permuteres) er
nl=1-2-3---(n—1)-n

e) Antall ikke-ordete utvalg av r elementer fra en mengde med n elementer er

(n> (-1 -(n-r+l)  nl

r 7!l rl(n—r)!

3. Sannsynlighetsfordelinger

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den kumulative fordelings-
funksjonen F(z) = P(X < x)

b) For en diskret stokastisk variabel X som kan anta verdiene x1, zo, x3, . . .
har vi

p(fﬁj) P(X = ;)

= plx)

Tj<x
Betingelsene for at p(z;) skal veere en punktsannsynlighet er

p(xzj) >0 for alle j

> plzj) =1
J
c¢) For en kontinuerlig stokastisk variabel X har vi

Pla <X <) :/bf(x)dx

_ /Oo Flu)du
F'(z)

fz) =



Betingelsene for at f(z) skal veere en sannsynlighetstetthet er

fl@) =0
/_ flz)dz =1

d) For to stokastiske variabler X og Y (diskrete eller kontinuerlige) er den
simultane kumulative fordelingsfunksjonen F(z,y) = P(X < z,Y <vy)

e) For diskrete stokastiske variabler X og Y som kan anta henholdsvis verdiene
X1,%a,... O Yi,Ya,... har vi

Fz,y)=>_ > plaiy;)

z; <z y; <y

Betingelsene for at p(z;, y;) skal veere en simultan punktsannsynlighet er analoge
til betingelsene i b)

f) For kontinuerlige stokastiske variabler X og Y har vi

P((X,Y)EA)://Af(u,v)dvdu

F(z,y) = / /y £(u, v)dvdu

OF(x,y)

flz,y) = 920y

Betingelsene for at f(z,y) skal veere en simultan sannsynlighetstetthet er analoge
til betingelsene i ¢)

g) Marginale punktsannsynligheter:

px () = ZP(% Y;) (for X)
py(y) = ZP(% Y;) (for V)

h) Marginale sannsynlighetstettheter:

fx(z) = / F(y)dy (for X)
Frly) = / £z, y)da (for Y)

3



i) Uavhengighet:

De stokastiske variablene X og Y er uavhengige dersom

p(xi,y;) = px (zi)py (y5) (diskret)
f(@,y) = fx (@) fy(y) (kontinuerlig)

j) Betingete punktsannsynligheter:

p(xmyj) .
P Tily;) = ———= for X gitt Y =y,
X\Y( | ]) py(yj) ( J)
p(xi, y;) .
D yilr;) = ——== for Y gitt X = x;
Y|X( ]| ) px(l"i) ( )

Det forutsettes at py(y;) > 0 og px(z;) > 0, henholdsvis. De betingete punkt-
sannsynlighetene kan behandles som vanlige punktsannsynligheter.

k) Betingete sannsynlighetstettheter:

_ flz,y) o X it Y —
_ flx,y) eV o .
frix(ylr) = (@) (for YV gitt X )

Det forutsettes at fy(y) > 0 og fx(x) > 0, henholdsvis. De betingete
sannsynlighetstetthetene kan behandles som vanlige sannsynlighetstettheter.

4. Forventning

a) Forventningsverdien til en stokastisk variabel X er definert ved

E(X) = Z z;p(z;) (diskret)
E(X) = /OO zf(x)dx (kontinuerlig)

b) For en reell funksjon g(X) av en stokastisk variabel X er

Elg(X)] = Z g(x;)p(x;) (diskret)
E[lg(X)] = /_00 g(x)f(z)dz (kontinuerlig)

¢c) E(a+bX) =a+ bE(X)



d) For en reell funksjon g(X,Y’) av to stokastiske variabler X og Y er

E [g(Xa Yﬂ = Z Z g<xi7 yj>p(xi7 yj) (diSkret)
E [g(X, Y)} = / / g(x,y) f(z,y)dydz (kontinuerlig)

e) Hvis X og Y er uavhengige er E[g(X)h(Y)] = E[g(X)] - E[h(Y)]
f) Hvis X og Y er uavhengige er E(XY) = E(X) -

o
=

¢) B (a + ébx) = a+ 3 BE(X)

7 =1

h) Betinget forventning:

EY|X =) = Zyij|X(yj‘xi) (diskret)
J
EY|X =z) = /nyX(?/’x)dy (kontinuerlig)

5. Varians og standardavvik
a) Variansen og standardavviket til en stokastisk variabel X er definert ved
V(X) = E[(X — p)*]
sd(X) = v/ V(X)
b) V(X) = E(X*) ~ (B(X))”
¢) V(a+bX) =0 V(X)

d) Hvis X3, ..., X,, er uavhengige har vi

=1 =1

=1 =1

i=1 ji

f) Chebyshevs ulikhet:

La X veere en stokastisk variabel med p = E(X) og 0 = V(X).
For alle k& > 0 har vi

1
P(X =l > ko) <



6. Kovarians og korrelasjon

a) La X og Y vare stokastiske variabler med ux = E(X), 0% = V(X),
py = E(Y) og 6% = V(Y). Da er kovariansen og korrelasjonen til
X og Y definert ved

Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — iy)]
Cov(X,Y)

Ox0y

p = Corr(X,Y) =

b) Cov(X,X) = V(X)

d) X,Y uavhengige = Cov(X,Y) =0

)
¢) Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
)
e)

Cov (CL + i bzX,L , C+ i d]Y;> = i i bideOV(XZ', Y})

i=1 j=1 i=1 j=1

f) =1 < Corr(X,Y) <1 og Corr(X,Y) = +1 hvis og bare hvis det finnes to tall
a,bslik at Y = a + bX (bortsett, eventuelt, pa et omrade med sannsynlighet 0)

7. Momentgenererende funksjoner

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den momentgenererende
funksjonen My (t) = E(e!™)

b) Hvis den momentgenererende funksjonen M (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa bestemmer den entydig fordelingen til X

¢) Hvis den momentgenererende funksjonen My (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa eksisterer alle momenter til X, og vi kan finne det
r-te momentet ved E(X") = M)(;)(O)

d) Maerx(t) = e“tMX(bt)

e) Hvis X og Y er uavhengige er My y(t) = Mx(t) My(t)

8. Noen diskrete sannsynlighetsfordelinger

a) Binomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= (Z)pk(l —p)k k=0,1,...,n
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = (1 — p+ pe')"
Forventning: E(X) =np



Varians : V(X) =np(l —p)
X —np

np(1l —p)
nar np og n(1 — p) begge er tilstrekkelig store (minst 10)

Tilnsermelse 1: 7 = er tilnsermet standard normalfordelt

Tilnsermelse 2: X er tilnsermet Poisson fordelt med parameter A = np

nar n er stor og p er liten

Addisjonsregel: X ~ binomisk (n,p), Y ~binomisk (m,p)
og X,Y uavhengige = X + Y ~ binomisk (n + m,p)

b) Geometrisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X=k)=(1-pklp k=1,2,...

Momentgenererende funksjon :  Mx(t) = e'p/[1 — (1 — p)e']

Forventning: E(X)=1/p

Varians:  V(z) = (1 — p)/p?

Addisjonsregel: Hvis X er geometrisk fordelt med sannsynlighet p sa er
X — 1 negativt binomisk (1, p). Derfor hvis X og Y er

geometrisk fordelte med samme p og uavhengige sa er
X +Y — 2 negativt binomisk (2, p)

¢) Negativ binomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X = k) = (*77")p"(1 — p)* k=0,1,2,...
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = {p/[1 — (1 — p)e']}’
Forventning: E(X)=r(1-p)/p
Varians: V(X)=r(1-p)/p?
Addisjonsregel: X ~ negativ binomisk (71, p),
Y ~ negativt binomisk (73, p)
og X,Y uavhengige
= X 4+ Y ~ negativt binomisk (r; + rq, p)

d) Hypergeometrisk fordeling:

()G
Punktsannsynlighet: P(X =k) = b lpzk)

(%)

. M
Forventning: E(X)=mn- %
3 . _ M M\N-n
Varians: V(X) = nﬁ( — W)m
Tilnsermelse: X er tilngermet binomisk (n, %) nar n er mye mindre enn N
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)

e)

Poisson fordelingen:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= ),‘c—l;e_’\ k=0,1,...
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = eMe'=D)
Forventning: E(X) =\
Varians: V(X)=A

X =

Tilnsermelse: / = ——— er tilngermet standard normalfordelt

VA

nar A er tilstrekkelig stor (minst 10)

Addisjonsregel: X ~Poisson (A1), Y ~Poisson (\z)

og X,Y uavhengige = X + Y ~ Poisson (A\; + A2)

Multinomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(Ny =ny,..., N, =n,) = m,"—'m,p’fl R
Herer Y pi=1og > ni=n
i=1 i=1

Marginalfordeling: NV; ~ binomisk (n, p;)

9. Noen kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

2)

Normalfordelingen:
Tetthet: f(z) = ﬁe’(““wmﬁ —00 <& <00
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = ertes’ /2

Forventning: E(X) = p

Varians: V(X) = o?

Transformasjon: X ~ N(u,0?) = a+ bX ~ N(a+ bu,b*c?)
X ~ N(p,0?%) = Z =21~ N(0,1)

Addisjonsregel: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%
= X+Y ~ N(ux +py, 0% +o0

X, Y uavhengige

<o

Eksponentialfordelingen:

Tetthet: f(x) = Ae™® x>0

Momentgenererende funksjon : Mx(t)=A/(A—1t) for t < A

Forventning: E(X) =1/A

Varians: V(X) =1/)\?

Addisjonsregel: X ~exp(\), Y ~exp()), X ogY uavhengige
= X 4+ Y ~ gamma(2,1/))
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c)

Gammafordelingen:

Tetthet:  f(x) = ﬁar;(a)xo‘_le_l’/ﬁ x>0

Gammafunksjonen: I'(a) = [[“u* e "du
MNa+1)=al(«a)
I'(n) = (n — 1)! nar n er et helt tall
r1/2)=+m, I'(1)=1
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = [1/(1 = pt)]”
Forventning: E(X) = af
Varians: V(X)) = of?
Addisjonsregel: X ~ gamma(a, $), Y ~ gamma(d, ),
X og Y uavhengige = X + Y ~ gamma(a + 9, )

Kji-kvadratfordelingen:
Tetthet: f(U) = m

n er antall frihetsgrader

u(n/2)—16—u/2 u>0

Forventning: E(U) =n
Varians: V(U) = 2n

Addisjonsregel: U ~ x2 |V ~ x% , U og V uavhengige
SU+V ~xim

Resultat: Z ~ N(0,1) = Z? ~ x?
Students t-fordeling:

Tetthet: f(t) = JEEE (14 £)=0+D/2 — oo <t < o0

n er antall frihetsgrader
Forventning: E(7) =0 (n >2)
Varians: V(7)) =n/(n — 2) (n > 3)
Resultat: Z ~ N(0,1), U~ x2, Z,U uavhengige = Z/\/U/n ~t,

Binormal fordeling;:

Tetthet:
flz,y) =

1 1 [(fc—ux)Q + (y—;;y)2

2rox oy \/ 1—p? P { 2(1-p%) a%( 9y

_9 p(ﬂﬂ—ux)(y—uy)]}

oxOy
Marginalfordeling: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%)
Korrelasjon:  Corr(X,Y) =p

Betinget fordeling: Gitt X = x er Y normalfordelt med
forventning E(Y'|X = z) = uy + pZ-(x — px)
og varians V(Y |X = z) = 0¥ (1 — p?)



10. Transformasjoner av kontinuerlige stokatiske variabler

a) Anta at X har sannsynlighetstetthet f(x) ogla Y = u(X), der u er deriverbar
og strengt monoton (vosende eller avtagende). La v vaere den inverse funksjonen
til u, slik at X = v(Y). Da er sannsynlighetstettheten til Y gitt ved

9(y) = flu() V' (y)]

b) Anta at (X7, X3) har simultantetthet f(z,x2). La
(Y1, Y2) = [ur (X1, X), up( X1, X))
veere en en-entydig transformasjon av X;-ene, og uttrykk X;-ene ved Y;-ene som
(X1, Xp) = [U1(Y1,Y2),UQ(Y1,Y2)]
Da er den simultane tettheten til (Y7, Ys) gitt ved

6(1’1, IL‘Q)
a(yla?h)

g(yl,yQ) = f(U1(3117y2)7U2<y1;y2)) ‘

der
8(ZE17?L’2) . al‘l a(L'Q . 61’2 8x1
3(y17 92) 3y1 3y2 a?h 3?;2

er Jacobi-determinanten

11. Momentmetoden

Anta at X1,..., X, er uavhengige stokastiske variabler med tetthet /punktsannsynlighet
som avhenger av parameterene 64,...,60,,. Da er

pe(01, ..., 0m) = B(X*)
det k-te teoretiske momentet og
1 n
DY
n <
=1
er det k-te empiriske momentet. Momentestimatene er de verdiene av 6., ..., 60, som

gjor at de m forste teoretiske og empiriske momentene blir like. Momentestimatene er
dermed lgsningen av likningene

1 n
01,....,0m) ==Y XF
:uk( 1, ’ ) n; 7

for k=1,...,m.
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12. Maksimum likelihood metoden

Anta at Xy, Xo, ..., X, er uavhengige og identisk fordelte med tetthet /punktsannsynlighet
f(z]0) som avhenger av én parameter 6. Vi antar at f(z]|0) tilfredsstiller visse
regularitetsbetingelser.

a) Gitt observerte verdier X; = x;; ¢ = 1,...,n; er likelihood-funksjonen L(#) =
IT-, f(z;]0) og log-likelihood-funksjonen ¢(6) = log L(0).

b) Maksimum likelihood estimatet er den verdien av 6 som maksimerer L(6) eller ek-
vivalent maksimerer ¢(0). Hvis vi erstatter de observerte x;-ene med de stokastiske
X;-ene, far vi maksimum likelihood estimatoren.

¢) Maksimum likelihood estimatet 0 er lgsning av ligningen s(6) = 0, der s(f) =
(0/00)¢(0) er score-funksjonen.

d) Fisher informasjonen i én observasjon er

1(0) =V (%lnf(X | 9)) - E (aa—;lnf(X | e>>

og informasjonen i hele utvalget er I,,(6) = nl(0).
e) Nar vi har “tilstrekkelig mye” data, er # tilnsermet normalfordelt med forventning

0 og varians 1/[nl(0)].

13. Ett normalfordelt utvalg
Hvis X1, Xo, ..., X, er uavhengige og N (u,o?)-fordelte sa har vi at:

a) X=23X; og S?=-L3(X;,—X)? eruavhengige
i=1 i=1
b) X ~ N(u,0°/n)

n—1)S%/o% ~ x5,

c)

—~

14. To normalfordelte utvalg

La X1, Xy, ..., X,, veere uavhengige og N(uy, 0?)-fordelte, og Y1, Ys, ..., Y, uavhengige
og N (2, 0?)-fordelte. De to utvalgene er uavhengige av hverandre. La X og S? veere
definert i henhold til 13a) for X;-ene og la Y og S veere definert tilsvarende for Y;-ene.
Da har vi at:

a) S2=[(m—1)S;+ (n—1)S3]/(m+n—2) eren vektet estimator for o
b) X =Y ~ N (1 — po,0%(2 + 1))

n m

11



¢) (m+n=2)55/0% ~ X

d) XY —(p1—p2)

~Y
T 1 tm+n—2
SpV mtw

15. Enveis variansanalyse

Anta at X;; = p+o;+ €557 =1,2,...,J;i=1,2,...,1; der ¢j-ene er uavhengige
og N(0,0?)-fordelte og 31, a; = 0. Da har vi at:

a) Den totale kvadratsummen SST = 37 ijl(Xij — X ..)? kan skrives som SST =
SSE + SSTr, der

SSE = 31, Z;.Izl(Xij — X;.)? er kvadratsummen for feil eller kvadratsummen
innen (“within”) grupper,

SSTr = J 3.1 (X, — X.)? er kvadratsummen for behandling eller kvadratsum-
men mellom (“between”) grupper.

b) SSE og SSTr er uavhengige.

¢) MSE = SSE/[I(J — 1)] er en forventningsrett estimator for o2.
SSE/o? er kji-kvadratfordelt med I(J — 1) frihetsgrader.

d) Hvis alle ay-ene er lik null, er SSTr/o? kji-kvadratfordelt med I —1 frihetsgrader.
e) Hvis alle ay-ene er lik null, er F = 2L pfordelt med I — 1 og I(J — 1)

SSE/[I(J—1)]
frihetsgrader

16. Regresjonsanalyse

Anta at Y; = By + fix; + €31 = 1,2,...,n; hvor z;-ene er kjente tall og €;-ene er
uavhengige og N (0, 0?)-fordelte. Da har vi at:

a) Minste kvadraters estimatorer for 5y og f; er

2 _v_ A % Lz —T)(Y; =Y
PV =B op - = DO

b) Estimatorene i a) er normalfordelte og forventningsrette, og

ey o
V(Bo) = ”Z?:l(icil— )2 og V(h) =

¢) La SSE = >(Y; — Bo — Biz;)% Da er 5% = SSE/(n — 2) en forventningsrett
i=1
estimator for o2, og (n — 2)S?/0? ~ x2_,
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17. Multippel linezer regresjon

Anta at Y; = By + fizii + - + Brra + €51 = 1,2,...,n; der z;5-ene er kjente tall
og €;-ene er uavhengige og N (0, 0?)-fordelte. P4 matriseform kan vi skrive modellen
somY = XB+¢€ der Y = (Y1,...,Y,), € = (e1,...,6,) 0og B = (Bo,...,0k) er
henholdsvis n-, n- og (k + 1)-dimensjonale vektorer, og X = {z;;} (med x;0 = 1) er en
n X (k4 1)-dimensjonal matrise. Vi har at:

a) Minste kvadraters estimator for 8 er 8 = (X'X)"'X'Y.

b) La B = (Bo,.... ) Daer B\j—ene normalfordelte og forventningsrette, og
V(B)) = o%cj; og  Cov(By, B) = o’y

der ¢;; er element (5,1) i (k+ 1) x (k+ 1) matrisen C = (X'X) 1.
c) La }A/; = Bo + 31352'1 + -+ Ekasik, og sett SSE = > (Y; — }7;)2 Da er
i=1
S? = SSE/[n—(k+1)] en forventningsrett estimator for o2 og [n—(k+1)]S?/0? ~

th(kﬂ). Videre er S? og B uavhengige.

e) La S% veere den variansestimatoren for 3; vi far ved a erstatte o med S? i
J

formelen for V(B]) i punkt b). Da er (B\] - ﬁj)/ng ~ by (k1)
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