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Multippel Lineær Regresjon

Tilsvarer Avsnitt 12.7, 12.8 og 12.9
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Flere forklaringsvariable

• Trær: Volum, høyde, diameter

diameter
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• Naturlig å tenke seg at volum er avhengig av høyde og
diameter
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Multippel lineær regresjon

• En multippel lineær regresjonsmodell basert p̊a k
forklaringsvariabler er gitt ved

Yi = β0+β1xi1+. . .+βkxik+εi , εi
uif∼ N(0, σ2), i = 1, . . . , n

der verdiene xij av forklaringsvariablene anses som gitt.

• Da er

E(Yi |xi1, . . . , xik) = β0 + β1xi1 + . . .+ βkxik .

• Det betyr at β0 er forventet respons n̊ar xi1 = . . . = xik = 0
og βj er forventet endring i responsen n̊ar xj øker med 1,
mens alle andre forlaringsvariabler holdes fast.

• Her tar vi for oss resultater knyttet til multippel lineær
regresjon, men viser ikke disse før vi kommer til Avsnitt 12.9.
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Minste kvadraters estimatene (MKE)

• MKE β̂0, β̂1, . . . , β̂k er de verdiene b0, b1, . . . , bk som
minimerer

g(b0, b1, . . . , bk) =
n∑

i=1

(yi − (b0 + b1xi1 + . . .+ bkxik))2.

• MKE finnes ved å løse ligningene, j = 0, 1, 2, . . . , k ,

∂g(b0, b1, . . . , bk)

∂bj
= 0,

.• Disse ligningene blir

∂g(b0,b1,...,bk )
∂b0

= −2
∑n

i=1(yi − (b0 + b1xi1 + . . .+ bkxik)) = 0

∂g(b0,b1,...,bk )
∂b1

= −2
∑n

i=1 xi1(yi − (b0 + b1xi1 + . . .+ bkxik)) = 0
...

...
...

∂g(b0,b1,...,bk )
∂bk

= −2
∑n

i=1 xik(yi − (b0 + b1xi1 + . . .+ bkxik)) = 0
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MKE forts., tilpassede verdier og residualer

• Man finner dermed MKE ved å løse k + 1 lineære ligninger
med k + 1 ukjente

• Eksplisitte løsninger p̊a matriseform utledes i Avsnitt 12.9

• De tilsvarende minste kvadraters estimatorene f̊ar en ved å
erstatte yi -ene med Yi -ene i ligningene for MKE.

• Minste kvadraters estimatorer oppfyller β̂j ∼ N(βj , cjjσ
2),

der cjj er konstanter vi vil finne uttrykk for i Avsnitt 12.9.

• De tilpassede verdiene og tilhørende residualene er n̊a gitt ved:

ŷi = β̂0 +β̂1xi1 +. . .+β̂kxik og ei = yi−ŷi , i = 1, . . . , n.
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• Man finner dermed MKE ved å løse k + 1 lineære ligninger
med k + 1 ukjente

• Eksplisitte løsninger p̊a matriseform utledes i Avsnitt 12.9

• De tilsvarende minste kvadraters estimatorene f̊ar en ved å
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5/40

MKE forts., tilpassede verdier og residualer

• Man finner dermed MKE ved å løse k + 1 lineære ligninger
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erstatte yi -ene med Yi -ene i ligningene for MKE.

• Minste kvadraters estimatorer oppfyller β̂j ∼ N(βj , cjjσ
2),

der cjj er konstanter vi vil finne uttrykk for i Avsnitt 12.9.

• De tilpassede verdiene og tilhørende residualene er n̊a gitt ved:
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• Man finner dermed MKE ved å løse k + 1 lineære ligninger
med k + 1 ukjente

• Eksplisitte løsninger p̊a matriseform utledes i Avsnitt 12.9

• De tilsvarende minste kvadraters estimatorene f̊ar en ved å
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Kvadratsummer og estimat for variansen

• Feil- eller residualkvadratsummen er gitt ved

SSE =
n∑

i=1

e2
i =

n∑
i=1

(yi − ŷi )
2

som gir oss et estimat for σ2 ved

s2 =
SSE

n − (k + 1)
= MSE .

• Den tilsvarende estimatoren S2 f̊ar vi ved å erstatte yi med Yi

og ŷi med Ŷi , og S2 er forventningsrett for σ2.

• De andre kvadratsummene er som før definert som
SSR =

∑n
i=1(ŷi − ȳ)2 og SST =

∑n
i=1(yi − ȳ)2,

og vi har fortsatt SST = SSR + SSE .
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Forklart variasjon

• Et mål for hvor mye av variasjonen i yi -ene som er forklart av
xij -ene er

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST
.

• Denne øker imidlertid med antall forklaringsvariabler, selv n̊ar
en inkluderer variabler som har helt marginal betydning for
yi -ene.

• Et bedre mål er derfor justert R2, gitt ved

R2
adj = 1− SSE/(n − (k + 1))

SST/(n − 1)
.
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• Et mål for hvor mye av variasjonen i yi -ene som er forklart av
xij -ene er

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST
.

• Denne øker imidlertid med antall forklaringsvariabler, selv n̊ar
en inkluderer variabler som har helt marginal betydning for
yi -ene.
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• Et bedre mål er derfor justert R2, gitt ved

R2
adj = 1− SSE/(n − (k + 1))

SST/(n − 1)
.



8/40

Konfidensintervall for og hypotesetester ang̊aende βj

• La Sβ̂j =
√
cjjS være en estimator for standardavviket til β̂j .

• Vi har
β̂j−βj
Sβ̂j
∼ tn−(k+1).

• Det betyr at et 100 · (1− α)% konfidensintervall for βj er gitt
ved

β̂j ± tα/2,n−(k+1)sβ̂j .
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Hypotesetester ang̊aende βj

• Vi kan vi bruke observatoren T =
β̂j−βj0
Sβ̂j

til å teste hypoteser

• Tester med signifikansniv̊a α:
1 H0 : βj ≤ βj0 mot Ha : βj > βj0

• Forkast H0 dersom T ≥ tα,n−(k+1)

• Med observert T = t blir p-verdien P(Tn−k−1 > t) der
Tn−k−1 er tn−k−1-fordelt

2 H0 : βj ≥ βj0 mot Ha : βj < βj0
• Forkast H0 dersom T ≤ −tα,n−(k+1)

• Med observert T = t blir p-verdien P(Tn−k−1 < t)

3 H0 : βj = βj0 mot Ha : βj 6= βj0
• Forkast H0 dersom T ≤ −tα/2,n−(k+1) eller T ≥ tα/2,n−(k+1)

• Med observert T = t f̊as p-verdi
P(Tn−k−1 > |t|) + P(Tn−k−1 < −|t|)
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til å teste hypoteser

• Tester med signifikansniv̊a α:
1 H0 : βj ≤ βj0 mot Ha : βj > βj0

• Forkast H0 dersom T ≥ tα,n−(k+1)

• Med observert T = t blir p-verdien P(Tn−k−1 > t) der
Tn−k−1 er tn−k−1-fordelt

2 H0 : βj ≥ βj0 mot Ha : βj < βj0
• Forkast H0 dersom T ≤ −tα,n−(k+1)

• Med observert T = t blir p-verdien P(Tn−k−1 < t)

3 H0 : βj = βj0 mot Ha : βj 6= βj0
• Forkast H0 dersom T ≤ −tα/2,n−(k+1) eller T ≥ tα/2,n−(k+1)

• Med observert T = t f̊as p-verdi
P(Tn−k−1 > |t|) + P(Tn−k−1 < −|t|)



9/40

Hypotesetester ang̊aende βj

• Vi kan vi bruke observatoren T =
β̂j−βj0
Sβ̂j
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F-tester for βj -ene

• Anta vi n̊a vil teste

H0 : βj = 0, j = 1, . . . , k mot Ha : minst én βj 6= 0.

• Testobservator: F = SSR/k
SSE/(n−(k+1)) = MSR

MSE

• Under H0 er F ∼ Fk,n−(k+1)

• Vi forkaster da H0 ved signifikansniv̊a α dersom
F ≥ Fα,k,n−(k+1).

• Variansanalysetabell:
Kilde til var. Df SS MS f

Regresjon k SSR MSR = SSR
k

MSR
MSE

= SSR/k
SSE/(n−(k+1))

Feil n − (k + 1) SSE MSE = SSE
n−(k+1)

Total n − 1 SST
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F-tester for βj -ene (forts.)

• Vi kan ogs̊a være interessert i å teste om noen av, men ikke
alle, βj -ene er 0, f.eks.

H0 : βm+1 = . . . = βk = 0 mot Ha : minst én βm+1, . . . , βk 6= 0.

• La β∗0 , . . . , β
∗
m være minste kvadraters estimatorer for

β0, . . . , βm i den reduserte modellen

Yi = β0 + β1xi1 + . . .+ βmxim + εi .

• Videre, la Y ∗i = β∗0 + β∗1xi1 + . . .+ β∗mxim, og sett
SSE0 =

∑n
i=1(Yi − Y ∗i )2.

• Da er F = (SSE0−SSE)/(k−m)
SSE/(n−(k+1)) ∼ Fk−m,n−(k+1).

• Vi forkaster da H0 ved signifikansniv̊a α dersom
F ≥ Fα,k−m,n−(k+1).
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• La β∗0 , . . . , β
∗
m være minste kvadraters estimatorer for

β0, . . . , βm i den reduserte modellen

Yi = β0 + β1xi1 + . . .+ βmxim + εi .

• Videre, la Y ∗i = β∗0 + β∗1xi1 + . . .+ β∗mxim, og sett
SSE0 =

∑n
i=1(Yi − Y ∗i )2.

• Da er F = (SSE0−SSE)/(k−m)
SSE/(n−(k+1)) ∼ Fk−m,n−(k+1).

• Vi forkaster da H0 ved signifikansniv̊a α dersom
F ≥ Fα,k−m,n−(k+1).



11/40

F-tester for βj -ene (forts.)
• Vi kan ogs̊a være interessert i å teste om noen av, men ikke
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• La β∗0 , . . . , β
∗
m være minste kvadraters estimatorer for

β0, . . . , βm i den reduserte modellen

Yi = β0 + β1xi1 + . . .+ βmxim + εi .

• Videre, la Y ∗i = β∗0 + β∗1xi1 + . . .+ β∗mxim, og sett
SSE0 =

∑n
i=1(Yi − Y ∗i )2.

• Da er F = (SSE0−SSE)/(k−m)
SSE/(n−(k+1)) ∼ Fk−m,n−(k+1).

• Vi forkaster da H0 ved signifikansniv̊a α dersom
F ≥ Fα,k−m,n−(k+1).



11/40

F-tester for βj -ene (forts.)
• Vi kan ogs̊a være interessert i å teste om noen av, men ikke
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• La β∗0 , . . . , β
∗
m være minste kvadraters estimatorer for

β0, . . . , βm i den reduserte modellen

Yi = β0 + β1xi1 + . . .+ βmxim + εi .

• Videre, la Y ∗i = β∗0 + β∗1xi1 + . . .+ β∗mxim, og sett
SSE0 =

∑n
i=1(Yi − Y ∗i )2.

• Da er F = (SSE0−SSE)/(k−m)
SSE/(n−(k+1)) ∼ Fk−m,n−(k+1).

• Vi forkaster da H0 ved signifikansniv̊a α dersom
F ≥ Fα,k−m,n−(k+1).



11/40

F-tester for βj -ene (forts.)
• Vi kan ogs̊a være interessert i å teste om noen av, men ikke
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Sjekk av modellantakelser

• I den multiple lineære regresjonsmodellen antar vi fortsatt at

1 Sammenhengen er lineær.
2 Variansen er lik for alle verdier av xij -ene.
3 Feilleddene εi er normalfordelt.
4 Feilleddene εi er uavhengige.

• De tre første antakelsene kan vi sjekke ved hjelp av samme
plott som for enkle lineære regresjonsmodeller.
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Konfidensinterv. for µY |x∗1 ,...,x∗k og prediksjonsinterv. for Y ∗

• Anta at vi for gitte verdier x∗1 , . . . , x
∗
k er interessert i å estimere

µY |x∗1 ,...,x∗k = E(Y |x∗1 , . . . , x∗k ) = β0 + β1x
∗
1 + . . .+ βkx

∗
k .

• Denne kan estimeres med

Ŷ = µ̂Y |x∗1 ,...,x∗k = β̂0 + β̂1x
∗
1 + . . .+ β̂kx

∗
k ,

• La sŶ være estimatet for standardavviket σŶ til Ŷ . Da er et
100 · (1− α)% konfidensintervall for µY |x∗1 ,...,x∗k gitt ved:

ŷ ± tα/2,n−(k+1)sŶ .

• Videre kan det vises at V(Y − Ŷ ) = σ2 + σ2
Ŷ

, slik at et
100 · (1− α)% prediksjonsintervall for en ny verdi Y ∗ med
tilsvarende kovariatverdier x∗1 , . . . , x

∗
k er

ŷ ± tα/2,n−(k+1)

√
s2 + s2

Ŷ
.
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Ŷ
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Polynomisk regresjon

• Anta at vi n̊a bare har én forklaringsvariabel x , men at
sammenhengen mellom x og y beskrives bedre av en
kvadratisk enn av en lineær funksjon, dvs.

Yi = β0 + β1xi + β2x
2
i + εi , εi ∼ N(0, σ2).

• Da er E(Y |x) = β0 + β1x + β2x
2, som er en kvadratisk

funksjon.

• Vi kan imidlertid formulere dette som en multippel lineær
regresjonsmodell med xi1 = xi og xi2 = x2

i .

• Da kan vi bruke metodene for multippel lineær regresjon.

• Imidlertid blir tolkningen av β1 og β2 annerledes.

• Dette kan umiddelbart generaliseres til 3. og høyere grads
polynomer (men nytten av dette er ofte begrenset)
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Interaksjonseffekter

• Anta at vi n̊a at vi har to forklaringsvariabler og modellen

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi , εi ∼ N(0, σ2).

• Da er E(Y |x1, x2) = β0 + β1x1 + β2x2, hvilket betyr at
effekten av x2 er den samme for alle verdier av x1 og omvendt.

• Hvis derimot modellen er

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi ,

s̊a er E(Y |x1, x2) = β0 + β1x1 + β2x2 + β3xi1xi2, slik at
effekten av x2 avhenger av verdien til x1.

• Dette kalles en interaksjonseffekt mellom to
forklaringsvariabler.

• En kan ogs̊a ha (flere) interaksjonseffekter i modeller med mer
enn to kovariater, og en interaksjonen kan involvere mer enn
to variabler.
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Kategoriske forklaringsvariabler

• Vi ønsker n̊a å modellere sammenhengen mellom
responsvariabelen Y og de to forklaringsvariablene x1 og x2,
der x1 er kategorisk, mens x2 er numerisk.

• S̊a langt har vi sett p̊a numeriske forklaringsvariabler, men en
kan gjerne ogs̊a inkludere kategoriske forklaringsvariabler i en
lineær regresjonsmodell.

• Anta først at x1 kan tilhøre én av to mulige kategorier, slik at

x1 =

{
0, kategori 1

1, kategori 2
.

• Vi kan da spesifisere modellen som

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi .
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• Vi ønsker n̊a å modellere sammenhengen mellom
responsvariabelen Y og de to forklaringsvariablene x1 og x2,

der x1 er kategorisk, mens x2 er numerisk.

• S̊a langt har vi sett p̊a numeriske forklaringsvariabler, men en
kan gjerne ogs̊a inkludere kategoriske forklaringsvariabler i en
lineær regresjonsmodell.
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Kategoriske forklaringsvariabler (forts.)

• Når x1 = 0, er da

Yi = β0 + β2xi2 + εi og E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar x1 = 1, er

Yi = β0 +β1 +β2xi2 +εi og E(Y |x1, x2) = β0 +β1 +β2x2.

• Fortolkningen av β1 er dermed forventet endring i responsen
n̊ar x1 er i kategori 2, sammenlignet med n̊ar x1 er i kategori 1.

Regresjonsmodellen best̊ar alts̊a av to parallelle linjer,
en for hver av de to kategoriene til x1.
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Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



18/40

Kategoriske variable og interaksjon

Vi kan utvide modellen med den kategoriske x1 og den numeriske
x2 til

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2 + εi .

• Når x1 = 0, blir som foran

E(Y |x1, x2) = β0 + β2x2,

mens n̊ar n̊a x1 = 1, blir

E(Y |x1, x2) = β0 + β1 + (β2 + β3)x2.

Dette generer en modell med b̊ade ulike konstantledd β0 og β0 +β1

og ulike stigningskoeffisienter β2 og β2 + β3 avhengig av om
x1i = 0 eller xi1 = 1.



19/40

Illustrasjon interaksjon

Anta at xi2 er binær, alts̊a antar verdiene 0 eller 1. Da vil alts̊a

• en modell uten interaksjon kunne angis som to parallelle
regresjonslinjer mhp xi1
• mens i en modell med interaksjon s̊a vil disse regresjonslinjene

ha ulike stigningskoeffisenter
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Kategoriske forklaringsvariabler (forts.)

• Generelt, dersom en forklaringsvariabel kan tilhøre en av p
kategorier, lager en p − 1 nye forklaringsvariabler med 0-er og
1-ere, som en bruker i modellen.

• Anta at vi vil lage en regresjonsmodell for Y med en
kategorisk forklaringsvariabel x1, med 3 mulige kategorier og
en numerisk forklaringsvariabel x2.
• Vi lager da de nye forklaringsvariablene

x11 =

{
0, kategori 1 eller 3

1, kategori 2
og x12 =

{
0, kategori 1 eller 2

1, kategori 3
.

• Dette gjør vi for å ta hensyn til at til at det ikke må være noen
ordning mellom kategoriene (2 er ikke “større” enn 1 og 3 er
ikke “større” enn 2 i denne sammenhengen, nødvendigvis).
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ordning mellom kategoriene (2 er ikke “større” enn 1 og 3 er
ikke “større” enn 2 i denne sammenhengen, nødvendigvis).



20/40

Kategoriske forklaringsvariabler (forts.)

• Generelt, dersom en forklaringsvariabel kan tilhøre en av p
kategorier, lager en p − 1 nye forklaringsvariabler med 0-er og
1-ere, som en bruker i modellen.

• Anta at vi vil lage en regresjonsmodell for Y med en
kategorisk forklaringsvariabel x1, med 3 mulige kategorier og
en numerisk forklaringsvariabel x2.

• Vi lager da de nye forklaringsvariablene

x11 =

{
0, kategori 1 eller 3

1, kategori 2
og x12 =

{
0, kategori 1 eller 2

1, kategori 3
.
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Kategoriske forklaringsvariabler (forts.)

• Regresjonsmodellen blir da:

Yi = β0 + β1xi ,11 + β2xi ,12 + β3xi2 + εi med

med

E(Y |x1, x2) =


β0 + β3x2, kategori 1

β0 + β1 + β3x2, kategori 2

β0 + β2 + β3x2, kategori 3

.

• Fortolkningen av β1 er dermed forventet endring i responsen
n̊ar x1 er i kategori 2, sammenlignet med n̊ar x1 er i kategori
1, og fortolkningen av β2 er forventet endring i responsen n̊ar
x1 er i kategori 3, sammenlignet med n̊ar x1 er i kategori 1.

• Omkodingen av kategoriske variabler til p − 1 0− 1-variabler,
som representerer de forskjellige kategoriene, kan gjøres med
funksjonen factor() i R.
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Enveis variansanalyse og multippel lineær regresjon

• Enveis variansanalyse er et spesialtilfelle av multippel lineær
regresjon.

• I enveis variansanalyse antar vi at vi har I grupper med

observasjoner Xi1, . . . ,XiJi
uif∼ N(µi , σ

2) fra hver gruppe i , og
Xij -ene er uavhengige p̊a tvers av grupper ogs̊a.

• Her: ”Tradisjonell” parametrisering av enveis ANOVA.

• La n =
∑I

i=1 Ji , µ̄ = 1
I

∑I
i=1 µi og αi = µi − µ̄.

• Da har vi

Xij = µ̄+αi+εi , εij ∼ N(0, σ2),
I∑

i=1

αi =
I∑

i=1

(µi−µ̄) = 0.

• Det betyr at αI = −
∑I−1

i=1 αi , og vi kan skrive

Xij =

{
µ̄+ αi + εij , i = 1, . . . , I − 1

µ̄−
∑I−1

k=1 αk + εij , i = I
j = 1, . . . , Ji .
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Enveis ANOVA og multippel lineær regresjon (forts.)

• Renummerer n̊a responsen Xij til

Y1 = X11, . . . ,YJ1 = X1J1 ,YJ1+1 = X21, . . . ,Yn = XIJI

og

xli =


1, hvis individ l tilhører gruppe i , i = 1, . . . , I − 1

− 1, hvis individ l tilhører gruppe I

0, ellers

.

• Da kan vi skrive

Yl = µ̄+ α1xl1 + . . .+ αI−1xl ,I−1 + εl
= β0 + β1xl1 + . . .+ βI−1xl ,I−1 + εl

med β0 = µ̄ og βi = αi = µi − µ̄, i = 1, . . . , I − 1.
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Sammenheng mellom enveis variansanalyse og multippel
lineær regresjon (forts.)

• I R brukes (default) en annen parametrisering med

α1 = 0, xli =

{
1, hvis individ l tilhører gruppe i , i = 2, . . . , I

0, ellers
.

• Da er β0 = µ1 og βi = µi − µ1, i = 2, . . . , I .

Eksempel

Fettopptak i rotter.
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Konfundering: eksempel

Nature 1988, vol. 332, s. 495.

Figuren til venstre viser
sammenhengen mellom antall par
hekkende storker og antall fødsler i
Vest-Tyskland i perioden 1965-1980.

Vi ser en sammenheng mellom slik at
antall fødsler er høyt n̊ar antall
storker ogs̊a er høyt.

Men det er neppe snakk om en
årsakssammenheng.

De neste slidene illustrerer hvordan
en utelatt variabel kan gi et skjevt
bilde av sammenhenger.

Dette refereres til som konfunderende
eller sammenblandende (evt.
”lurkende”) variable
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Konfundering

• Anta at vi har den lineære regresjonsmodellen

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi , εi ∼ N(0, σ2).

• Vi antar at dette er den riktige modellen, men at vi i stedet
tilpasser modellen

Yi = γ0 + γ1xi1 + ε∗i , ε∗i ∼ N(0, (σ∗)2).

• Minste kvadraters estimator for γ1 er da

γ̂1 =
∑n

i=1(xi1−x̄1)(Yi−Ȳ )∑n
i=1(xi1−x̄1)2 , og det kan vises at

γ̂1 = β̂1 + β̂2r12

√
s22

s11
,

der s11 =
∑n

i=1(xi1 − x̄1)2/(n − 1),
s22 =

∑n
i=1(xi2 − x̄2)2/(n − 1) og

r12 =
∑n

i=1(xi1−x̄1)(xi2−x̄2)/(n−1)√
s11s22

.
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Konfundering (forts.)

• Her er r12 den empiriske korrelasjonen mellom de to
forklaringsvariablene.

• Videre er

E(γ̂1) = β1 + β2r12

√
s22

s11
.

• Det betyr at hvis forklaringsvariablene er korrelert (r12 6= 0),
vil γ̂1 ikke estimere effekten av x1 alene, men en størrelse som
avhenger av b̊ade x1 og x2.

• Vi sier da at effekten av den første forklaringsvariabelen er
konfundert av den andre forklaringsvariabelen.

Eksempel

Karakterer for studenter i “Computer Science”.
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Avsnitt 12.9: Multippel lineær regresjon p̊a matriseform

• Den multiple lineære regresjonsmodellen kan skrives, samlet
for alle observasjoner, somY1

...
Yn

 =

β0 + β1x11 + . . .+ βkx1k
...

β0 + β1xn1 + . . .+ βkxnk

+

ε1
...
εn

 , εi
uif∼ N(0, σ2).

• Dette kan ogs̊a skrives p̊a matriseform.

• La

Y =

Y1
...
Yn

 β =

β0
...
βk

 ε =

ε1
...
εn

 og X =

1 x11 . . . x1k
...

...
...

1 xn1 . . . xnk


der X kalles modell- eller designmatrisen.

• Modellen over kan da skrives som

Y = Xβ + ε.
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Minste kvadraters estimator

Minste kvadraters estimater er de verdiene b0, b1, . . . , bk som
minimerer

g(b0, b1, . . . , bk) =
n∑

i=1

(yi − (b0 + b1xi1 + . . .+ bkxik))2.

Hvis vi deriverer m.h.p. b0, b1, . . . , bk og setter lik 0, f̊ar vi de
s̊akalte normallikningene

b0n + b1
∑n

i=1 xi1 + . . .+ bk
∑n

i=1 xik =
∑n

i=1 yi

b0
∑n

i=1 xi1 + b1
∑n

i=1 x
2
i1 + . . .+ bk

∑n
i=1 xi1xik =

∑n
i=1 xi1yi

...
b0

∑n
i=1 xik + b1

∑n
i=1 xi1xik + . . .+ bk

∑n
i=1 x

2
ik =

∑n
i=1 xikyi .
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Minste kvadraters estimator (forts.)

• Dette kan skrives som
∑n

i=1 1
∑n

i=1 xi1 . . .
∑n

i=1 xik∑n
i=1 xi1

∑n
i=1 x

2
i1 . . .

∑n
i=1 xi1xik

...
...

...∑n
i=1 xik

∑n
i=1 xi1xik . . .

∑n
i=1 x

2
ik



b0

b1

...
bk

 =


∑n

i=1 yi∑n
i=1 xi1yi

...∑n
i=1 xikyi


• På matriseform blir dette

XTXb = XTY ,

der XT er den transponerte til X .

• Minste kvadraters estimator β̂ blir da gitt ved (s̊a sant XTX
er inverterbar):

β̂ = (XTX )−1XTY .
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Alternativ utledning av normallikningene p̊a matriseform

• Vi har kvadratsummen
g(b0, b1, . . . , bk) =

∑n
i=1(yi − (b0 + b1xi1 + . . .+ bkxik))2

• Med matriseuttrykk kan denne skrives om til
g(b) = (y − Xb)T (y − Xb) = yT y − 2bTXT y + bTXTXb

• Videre har vi lov til skrive (siden XTX er symmetrisk)

∂g(b)

∂bT
=− 2XT y + 2XTXb

• og hvis vi setter til null f̊ar vi normal-ligningene p̊a matriseform

XTXb = XT y

som (igjen) gir b = β̂ = (XTX )−1XT y
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Hattmatrisen

• Predikerte verdier er da gitt ved:

Ŷ = X β̂ = X (XTX )−1XT︸ ︷︷ ︸
H

Y = HY ,

der H = X (XTX )−1XT kalles hattmatrisen.
• Merk

H2 = X (XTX )−1XTX (XTX )−1XT = X (XTX )−1XT = H

dvs H er en Projeksjonsmatrise
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Residualer og estimerte (predikerte) verdier

De estimerte verdiene ŷi = β̂0 + β̂1xi1 + · · ·+ β̂kxik kan skrives ved
følgende matriseuttrykk

Ŷ = X β̂ = X (XTX )−1XT︸ ︷︷ ︸
H

Y = HY ,

• Vektoren av residualer ei = yi − ŷi er da gitt ved

e = Y − Ŷ = Y − HY = (I − H)Y ,

der I er n × n-identitetsmatrisen.

• Vi har XT e = 0, der 0 er en k × 1 vektor av nuller.

• Det betyr at e er ortogonal til alle kolonnene til X .

• Skalarproduktet mellom e og første kolonne i X er summen av
residualene i e, og denne er alts̊a lik 0.
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Kvadratsummer

• Residualkvadratsummen er gitt ved

SSE = eT e = (Y − Ŷ )T (Y − Ŷ ) = ‖Y − Ŷ ‖2,

der ‖u‖ er lengden av vektoren u.

• Regresjonskvadratsummen er

SSR = (Ŷ − Ȳ )T (Ŷ − Ȳ ) = ‖Ŷ − Ȳ ‖2

• Den totale kvadratsummen er gitt ved

SST = (Y − Ȳ )T (Y − Ȳ ) = ‖Y − Ȳ ‖2 = SSE + SSR.

som alts̊a er Pytagoras setning!
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• Den totale kvadratsummen er gitt ved
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Forventningsvektor og kovariansmatrise

• La U være en n-dimensjonal stokastisk vektor, dvs.
U = (U1, . . . ,Un)T med E(Ui ) = µi og Cov(Ui ,Uj) = σij ,
i , j = 1, . . . , n.
• Da er forventningsvektoren til U

E(U) =

E(U1)
...

E(Un)

 =

µ1

...
µn

 = µ

og kovariansmatrisen er gitt ved

Cov(U) =

 E((U1 − µ1)2) . . . E((U1 − µ1)(Un − µn))
...

...
E((Un − µn)(U1 − µ1)) . . . E((Un − µn)2)


E


U1 − µ1

...
Un − µn

 (U1 − µ1 . . .Un − µn)


= E((U− µ)(U− µ)T )
= Σ.
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Egenskaper ved minste kvadraters estimator

• La n̊a V = c + AU, der c er en m-dimensjonal vektor med
konstanter og A er en m × n-matrise med konstanter.
• Da er

E(V) = c + AE(U) = c + Aµ
Cov(V) = ACov(U)AT = AΣAT .

• Dette kan vi bruke til å finne egenskapene til minste
kvadraters estimator.
• Vi har:

Y = Xβ + ε, og Cov(ε) = σ2I .

• Da er

E(Y ) = E(Xβ + ε) = Xβ + E(ε) = Xβ
Cov(Y ) = Cov(Xβ + ε) = Cov(ε) = σ2I .
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• Dette kan vi bruke til å finne egenskapene til minste
kvadraters estimator.
• Vi har:

Y = Xβ + ε, og Cov(ε) = σ2I .

• Da er

E(Y ) = E(Xβ + ε) = Xβ + E(ε) = Xβ
Cov(Y ) = Cov(Xβ + ε) = Cov(ε) = σ2I .



36/40

Egenskaper ved minste kvadraters estimator
• La n̊a V = c + AU, der c er en m-dimensjonal vektor med

konstanter og A er en m × n-matrise med konstanter.
• Da er

E(V) = c + AE(U) = c + Aµ
Cov(V) = ACov(U)AT

= AΣAT .
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konstanter og A er en m × n-matrise med konstanter.
• Da er

E(V) = c + AE(U) = c + Aµ
Cov(V) = ACov(U)AT = AΣAT .

• Dette kan vi bruke til å finne egenskapene til minste
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• Dette kan vi bruke til å finne egenskapene til minste
kvadraters estimator.
• Vi har:

Y = Xβ + ε, og Cov(ε) = σ2I .

• Da er

E(Y ) = E(Xβ + ε) = Xβ + E(ε)

= Xβ
Cov(Y ) = Cov(Xβ + ε) = Cov(ε) = σ2I .



36/40

Egenskaper ved minste kvadraters estimator
• La n̊a V = c + AU, der c er en m-dimensjonal vektor med

konstanter og A er en m × n-matrise med konstanter.
• Da er

E(V) = c + AE(U) = c + Aµ
Cov(V) = ACov(U)AT = AΣAT .
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Egenskaper ved minste kvadraters estimator (forts.)

• Videre er β̂ = (XTX )−1XTY , slik at

E(β̂) = E((XTX )−1XTY ) = (XTX )−1XTE(Y ) = β

Cov(β̂) = Cov((XTX )−1XTY )
= (XTX )−1XTCov(Y )((XTX )−1XT )T

= σ2(XTX )−1 = σ2C,

der C = (XTX )−1.

• Da β̂j -ene er lineærkombinasjoner av Yi -ene, som er

normalfordelt, må β̂j ∼ N(βj , σ
2cjj), j = 0, 1, . . . , k , der

cjj -ene er diagonalelementene i C.

• Det betyr at
β̂j−βj
S
√
cjj
∼ tn−(k+1), som gir oss

konfidensintervallene og hypotesetestene presentert i Avsnitt
12.7.
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normalfordelt, må β̂j ∼ N(βj , σ
2cjj), j = 0, 1, . . . , k , der

cjj -ene er diagonalelementene i C.

• Det betyr at
β̂j−βj
S
√
cjj
∼ tn−(k+1), som gir oss

konfidensintervallene og hypotesetestene presentert i Avsnitt
12.7.



37/40

Egenskaper ved minste kvadraters estimator (forts.)

• Videre er β̂ = (XTX )−1XTY , slik at

E(β̂) = E((XTX )−1XTY ) = (XTX )−1XTE(Y ) = β

Cov(β̂) = Cov((XTX )−1XTY )
= (XTX )−1XTCov(Y )((XTX )−1XT )T

= σ2(XTX )−1 = σ2C,

der C = (XTX )−1.

• Da β̂j -ene er lineærkombinasjoner av Yi -ene, som er

normalfordelt, må β̂j ∼ N(βj , σ
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Hattmatrisen, residualer og innflytelse

• Hattmatrisen har egenskapene HT = H og HH = H.

• De predikerte verdiene er gitt ved Ŷ = HY , slik at

Cov(Ŷ ) = Cov(HY ) = σ2H.

• Videre er ogs̊a (I − H)T = (I − H) og
(I − H)(I − H) = (I − H)

• og siden residualene gitt ved e = (I − H)Y , blir

Cov(e) = Cov((I − H)Y ) = σ2(I − H),

som vi kan bruke til å finne de standardiserte residualene

e∗i =
ei

s
√

1− hii

Eksempel

Fra Oppg. 12.137 i boka.
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som vi kan bruke til å finne de standardiserte residualene

e∗i =
ei

s
√

1− hii

Eksempel

Fra Oppg. 12.137 i boka.



38/40

Hattmatrisen, residualer og innflytelse

• Hattmatrisen har egenskapene HT = H og HH = H.

• De predikerte verdiene er gitt ved Ŷ = HY , slik at
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Cov(Ŷ ) = Cov(HY ) = σ2H.

• Videre er ogs̊a (I − H)T = (I − H) og
(I − H)(I − H) = (I − H)

• og siden residualene gitt ved e = (I − H)Y , blir

Cov(e) = Cov((I − H)Y ) = σ2(I − H),
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Hattmatrisen, residualer og innflytelse (forts.)

• Hattmatrisen kan ogs̊a brukes til å kvantifisere hvor stor
innflytelse hver av observasjonene har p̊a den tilpassede
regresjonsmodellen.

• Siden ŷ = Hy , er

ŷi = hi1y1 + hi2y2 + . . .+ hinyn,

der hij er element (i , j) i H.

• Det betyr at ∂ŷi
∂yi

= hii , alts̊a gir diagonalelementene i H
informasjon om hvor stor betydning hver observasjon yi har p̊a
sin egen prediksjon ŷi
• Dette kalles “leverage” p̊a engelsk.
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• Dette kalles “leverage” p̊a engelsk.



39/40

Hattmatrisen, residualer og innflytelse (forts.)

• Hattmatrisen kan ogs̊a brukes til å kvantifisere hvor stor
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innflytelse hver av observasjonene har p̊a den tilpassede
regresjonsmodellen.

• Siden ŷ = Hy , er
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Hattmatrisen, residualer og innflytelse (forts.)

• Standardiserte residualer:
• Stor residual: |e∗i | > 2
• Veldig stor residual: |e∗i | > 3
• Stort avvik mellom yi og xTi β̂

• Kan vise:

0 ≤ hii ≤ 1 og
n∑

i=1

hii = k + 1

• Gjennomsnittelig: (k + 1)/n
• Høy innflytelse hvis hii > 2(k + 1)/n
• Veldig høy innflytelse hvis hii > 3(k + 1)/n
• xi extrem (outlier)

Eksempel

Eks. 12.27 i boka.

Eksempel

Fra Oppg. 12.137 i boka.
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