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Enveis variansanalyse

Tilsvarer Avsnitt 11.1 og 11.3 (s. 662-663)



Enveis variansanalyse

e Kap 8-9: Ett utvalg
e Kap 10: To utvalg

e Kap 11: Flere (> 2) utvalg
® (Dnsker & test om det er forskjell mellom utvalgene



Eksempel

® For & undersgke opptak av fett fra ulike meieriprodukter, ble
30 rotter foret med ulike produkter.
® Rottene ble delt inn i fem like store grupper pé seks.
® Hver gruppe ble féret med ett av fglgende meieriprodukter:
@ kremost
® rgmme
© flgte
O smgrbart smgr (smgr innblandet 25% vegetabilsk olje)
© smgr
® Hver rotte fikk en mengde av meieriproduktet tilsvarende 300
mg fett

® Totalt opptak av fett (i mg) i Igpet av 8 timer ble malt (via
mengden av fettsyrer i lymfedrene).

® Er opptaket av fett det samme for alle typer meieriprodukter?



Enveis variansanalyse (ANOVA)

® Enveis variansanalyse: Sammenligning av forventningsverdien i
flere populasjoner,

® populasjonene er definert ut fra én bestemt faktor.
® Anta
® | grupper (behandlinger)
® J observasjoner i hver (for enkelhets skyld er det like mange
observasjoner i hver gruppe).

® Anta
* Xii,..., Xy uayh N(ui,0?), der Xj; er j-te miling i gruppe i,

® Felles o for alle grupper!
® Men kan ha ulike forventninger u;

® Xj-ene er uavhengige pa tvers av grupper.

® Vi gnsker 3 teste

Ho:p1=...=pu;=p mot H,:minst to puj-er er forskjellige.



Eksempel 11.1

® Flere forskjellige typer esker ble sammenlignet med hensyn til
trykkstyrke

Table 11.1 The data and summary quantities for Example 11.1

Type of box Compression strength (1b) Sample mean Sample SD

1 655.5 788.3 7343 713.00 46.55
7214 679.1 699.4

2 789.2 7725 786.9 756.93 40.34
686.1 732.1 774.8

3 737.1 639.0 696.3 698.07 37.20
671.7 717.2 727.1

4 535.1 628.7 5424 562.02 39.87
559.0 586.9 520.0

Grand mean = 682.50

Her er det altsd | = 4 grupper med J = 6 observasjoner i hver
gruppe.

Er forventet trykkstyrke ulikt i de forskjellige gruppene?



Eksempel 11.1 - forts

Orginale data
a

| SEE
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Eksempel 11.1 - forts

Gruppe 4 manipulert: lagt til 120 til hver observasjon i gruppa
b
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Eksempel 11.1 - forts

Variabilitet manipulert i alle grupper, mens gruppegjennomsnittet
er beholdt

Cc
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Utrykket variansanalyse?

® Vi er faktisk interessert i eventuelle forskjeller mellom
forventningene i de ulike gruppene

® For 3 oppna dette vil vi
® sammenligne variasjonen innad i gruppene
® med variasjonen mellom gruppene

® Hvis forskjellene mellom disse er stor nok indikerer dette at
nullhypotesen ikke holder

M3 spesifisere naermere hva dette betyr.

Muligens ville variasjonsanalyse vart et bedre uttrykk enn
variansanalyse.



Variasjon innad i gruppene
® La,fori=1,...,1,

v, _ 1<
XI. —j j:1

2 =AYy l(Xg = X)? i=1.0

]

vaere gjennomsnitt og empirisk standardavvik for gruppene.
e Videre defineres kvadratsum innad for alle gruppene ved

i J
SSE =Y ") (Xj— Xi.)?

i=1 j=1
® samt "mean square error” innad i alle gruppene ved

SSE
MSE = /ZSZ _1 ZZ i — Xi) ma

!
Z = o2, dvs. forventningsrett for o

0.2



Variasjon mellom gruppene

e laX = % Z,I':1 Zle Xjj veere det totale gjennomsnittet
("grand mean")

® Definer kvadratsummen mellom gruppene ved
I
SSTr=J> (X — X.)?
i=1

® "Mean square error” mellom gruppene defineres deretter ved

MSTr = %SSTI’

® Vi skal vise at ogsd E(MSTr) = o2
® men bare under Hp : i1 = o = -+ - = py
e Under H, vil E(MSTr) > o2

® Merk at MSE er forventningsrett for 02> bade under Hg og H,



MSTr under Hg

Anta nd at Ho : 3 = pp = -+ = py = p holder.
Da gjelder
o Xi ~ N(u,%2>, i=1,....1.
® Dessuten er )_< -ene er uavhengige
® Dermed blir /15 Z, 1(Xi. — X_)? empirisk varians for X; -ene.

® og altsd forventmngsrett for 02/ J

® Dermed er MSTr = ﬁSSTr = ﬁ Z,{:l()_(,-. — X.)?
forventningsrett for o2

altsd alt under Hp.



F-testen for Hy: 1 = po = - =y = p

Vi har dermed etablert at MSE = ﬁSSE og MSTr = ﬁSSTr

er forventningsrette for o2 under nullhypotesen.
Vi skal teste nullhypotesen ved testobservator

B MSTr

F= MSE

Det vil faktisk vise seg at

F~Fi_110-1)

altsé F-fordelt med / — 1 og /(J — 1) frihetsgrader nar
Ho : 1 = po = -+~ = py = p holder

Store verdier av F indikere at nullhypotesen ikke holder.
Dermed forkastes Ho med nivd a dersom F > F, j_1 ;y—1)
= (1 — ) 100 persentilen i Fj_y ;(j—1)-fordelingen.



y2-fordelte stgrrelser for variansanalyse

o Anta Z1, ..., Zn % N(u, 0?)

® Daer ) .
>z —2) )
2~ Xn—1

o Na: X; L N(uj, 0?)

® Gir ) _
Zj=1(Xij - Xi-)2 2

2 ~ XJ-1

® F3r da ogsd at

Lyl — X2

J=1\"M 2 _ .2
g — § XJ-1 = Xj(J-1)
i=1 g i=1
uavh

o Under Ho: Xi. & N(p,02/J)
® Gir Jo _
I =X,
> ~ Xi-1

g



Test og variansanalysetabell

. (X —X )2
Vi har da at 22 = I3 (K= X..)

lea

Tia S G=X) o
o2 X1(J-1)

og dessuten at disse stgrrelsene er uavhengige.

_ SSTr/(I-1) _ MSTr
Daer F = SSE/(%J—l))) = wse ~ Fi-110-1)-

En test for

Ho:pi=...=pu; mot H,;:minst to uj-er er forskjellige
med signifikansnivd « er dermed gitt ved a forkaste Hp
dersom F > Foc,/—l,/(J—l)-

~ X%—l under Hg

SSE
og 7 =

Vi sammenfatter ofte resultatene i en sakalt
Variansanalysetabell (ANOVA tabell):

Kilde til var.  Df SS MS f
Behandlinger /-1 SSTr MSTr = SSTr/(l — 1) MSTr/MSE
Feil I(J—1) SSE  MSE = SSE/(I(J — 1))

Total 1J—-1 SST



Forventning MSTr under H, (og under Hp)

® Definerte

® Generelt kan det vises at

-1 -1

i

I
T,
E(I\/ISTr):E(SS r) S S (ni — 1),
=1
der fi = %21{:1 Hi-
® Under Hy: pj = fi forsvinner siste ledd og vi far altsa

E(MSTr) = o2

® Men hvis Ho er gal: E(MSTr) > o?



Dekomponering av variasjon

® Den totale kvadratsummen er gitt ved

i J
SST =) > (X - X.)?

i=1 j=1

® Vi kan da dekomponere SST = SSTr + SSE

® Tilsvarende har vi for antall frihetsgrader er
dffor =1 -1+ 1(J—-1)=1J-1.

® Den totale variasjonen kan altsd dekomponeres i variasjonen
som skyldes forskjellige behandlinger (SSTr) og variasjonen
som skyldes tilfeldige feil (SSE).

® Hvis SSTr er liten sammenlignet med SSE, er det lite som
motsier Hp.

® Derimot vil en stor S5Tr sammenlignet med SSE vare en
indikasjon pa at Hp ikke stemmer.

Eksempel
Fettopptak i rotter.



Utledning av SST = SSTr+SSE
Siden SST = 311 3271 (Xj — X.)? far vi
SST =Y S (Xg — X+ X — X)?
= Z/{:l f:1(Xij - )_(i.)z + le':l ijzl()_(i. - )_(..)2
2300 S (X — Xi) (X~ X))

= SSE + 1, J(X;. — X.)2 = SSE + SSTr



Sjekk av antakelser - normalfordeling

® For & kunne teste antakelsene vi har gjort, trenger vi a
definere feilleddene ved ¢;; = Xj; — p;.

® Vi har antatt at ;; ~ N(0, 02) og at j-ene er uavhengige.

® Disse kan approksimeres med residualene e;; = Xjj — X;.

. o . tiln.
* Hvis antakelsene vare stemmer, vil e; ~ N(0,0?).

® Antakelsen om normalfordeling kan vi sjekke med et normalt
kvantilplott av ej-ene.

Eksempel
Fettopptak i rotter.



Sjekk av antagelser - like varianser

® For 3 sjekke antakelsen om lik varians kan vi enten bruke
log-likelihood ratio-testen (kalles Bartletts test i denne
sammenhengen) eller Levenes test, som er en ANOVA F-test
basert pa |x; — Xi.| i stedet for x;.

® Sistnevnte test er mer robust overfor antakelsen om
normalfordeling.

Eksempel

Fettopptak i rotter.
Eksempel 11.1



Alternativ formulering

® Enveis variansanalyse kan reformuleres til en form som er
lettere & utvide til flerveis variansanalyse og ogsa lettere ses i
sammenheng med linezr regresjon.

® |la

)
_ 1 _
leéluf og «aj = i — fi.
=

® Daer
/

Xij = [+ aj+ej, der Za,fo
i=1

® Hypotesetesten kan da reformuleres til

Hy:a1=...=a; =0 mot H,:«a; #0 for minst én /.

® Videre er
(MSTI’)—O'+ 12/1( _)2—O'+ 12/1a



Enveis ANOVA med ulike antall observasjoner i gruppene

Enveis ANOVA kan generaliseres til ulike gruppestgrrelser J;.
Modellen er da: Xjj ~ N(uj,0),j=1,---,Ji,i=1,--- ] vavh,
Vi m3 modifisere, med n = Zl{zl J; = totalt antall observasjoner

og X. = %Z,{Zl J-J’Zl Xjj = totalt gj.snitt,

SSTr =Sl Ji(Xi. —X)?* , MSTr = 1;SSTr

SSE =Y1_,(4i-1)S? , MSE =_1.SSE
Testobservator for Hy : 3 = -+ = py = p er da fortsatt
_ MsTr

= MSE ~ Fl—l,n—l under Ho

og vi forkaster nar F er tilstrekkelig stor.



