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Logistisk regresjon
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Eksempel: Dgdelighet biller ved ulike giftdoser

Dgdelighet ved hver av 8 ulike giftdoser ble testet for ca. 60 biller.

Dose antall dgde Dadelighet biller ulike giftdoser
1.6907 59 6 o —
1.7242 60 13 w oo
1.7552 62 18 S
1.7842 56 28 g 54
1.8113 63 52 2 5 ’

1.8369 59 53 . oo

1.8610 62 61 1o

1.8839 60 60 S, , , ,
1.70 1.75 1.80 1.85

dose

@nsker & studere hvordan sannsynligheten for at biller dgr nar
dosen endres.



Eksempel: Challenger-ulykken (Eks. 12.34 i boka)

Temperatur (i °F)  Feil

53 Ja

57 Ja

58 Ja

63 Ja

66 Nei

67 Nei

67 Nei

68 Nei

69 Nei

70 Nei

70 Nei

70 Ja

70 Ja

72 Nei

73 Nei

75 Nei

. 75 Ja
. L 76 Nei
= 76 Nei
Challenger-ulykken 78 Nei
79 Nei

81 Nei



https://www.youtube.com/watch?v=j4JOjcDFtBE

Logistisk regresjon

® Anta at (x;,yi),i = 1,...,n, der y;-ene er observerte verdier
av stokastiske variable Yi, ..., Y,, mens x;-ene er gitt.

e Y; € {0,1}, dvs binzer respons
® Regresjonssetting, gnsker & "forklare” Y; med x;

e Anta Y; er uavhengige (Bernoulli-fordelt) med sannsynligheter

eBotBixi
,D(X,') - P(Y’ - 1|Xi) - 1+ ePotbixi’
® Dette kalles den logistiske regresjonsmodellen.

® Parameterne By og (1 estimeres ved hjelp av maksimum
likelihood-estimering.



lllustrasjon:

Logistisk modell

0.8

0.6
1

sannsynlighet
0.4

0.2

-3 -2 -1 0 1 2 3
X
ePotPrxi . " .
Modellen p(x) = Tieforrs 8ir en "sigmoid” kurve med x.

Har 0 < p(x) < 1 (sannsynlighet)
Hvis 51 > 0 er p(x) voksende i x
Hvis 51 < 0 er p(x) avtagende i x

Kurven er symmetrisk om (—%, 1)



Fortolkning av exp(/51) som OR=0dds-ratio

Vi definere odds som Odds(x) = 7 (px(z()

Siden 1 — p(x) = far vi da

1+eXp(ﬁo+51X)

x
Odds(x) = 15(()) = exp(Bo + f1x)
Dette gir at forholdet mellom Odds(x + 1) og Odds(x) gis ved

Odds(x +1)  exp(fo + f1(x +1))
Odds(x) — exp(Bo + B1x)

OR = = exp(f1)

En gkning av x til x 4+ 1 gir altsd en endring i odds lik odds-ratioen
OR = exp(f1).

N&r p(x) er liten har vi at Odds(x) = lp()? ~ p(x) og dermed at
odds-ratioen er tilnsermet lik
p(x+1)

Relativ risk = RR =
p(x)



Estimering av parametere

® Likelihood-funksjonen er gitt ved

L(Bo, B1) = Hp(x;)yf(l — p(x)),

i=1
hvilket gir log-likelihooden

n

((Bo, B1) = (50}/,' + Pixiyi — log (1 + e’3°+5le)) .

i=1

® Maksimum likelihood-estimatene Bo og Bl far vi ved 3
maksimere ¢(3p, 1) med hensyn pa By og (1 (numerisk).

Eksempel

Eks. 12.34 fra boka.
Far e/t = 792322 1 0.79, odds minker med 21%



Egenskaper ved Bo og 31

° La ,é = (Bo,@l)T, der Bo og 31 er maksimum
likelihood-estimatorene for 5y og (1.

® N3ar n er stor, er da ﬁ tilneermet binormalt fordelt med
forventning 3 = (o, 1) og kovariansmatrise X, som vi kan
finne ved hjelp av informasjonsmatrisen 1(3).

® \/i har
_ (loo(B) lo1(B)
I(ﬂ)_</10(ﬂ) mm)

med
() = ~E(§508)) = i iy
l1(B) = —E (ﬁgﬁlﬂ(ﬁ)) =3 Xi% = ho(B)

ePotB1xi

M) =-E($U0) = Sl iy



Egenskaper ved 3, og /31 (forts.)

® Da harvi

—1_ (1%(8) 1°4B)
20 = () ().

som vi kan estimere med
“ Al /OO(B) /01(6)
_ 1_ 5
8107 = () 1m(3))-
® Da finnes standardfeilen til Bj ved SBJ = /Jj(ﬁ

Eksempel
Eks. 12.34 i boka.

),J=0,L



Hypotesetest vedrgrende (3,

® Vi vil teste Hg'Bl—OmotH : B1 # 0.
. N(0,1) under Hp.

® Testobservator Z = 5 ,der Z '~

® Alternativ: likelihood ratlo testen.

® |ikelihood ratio er gitt ved

1(55.0)
L(BOv 61) ’

der 35 er ML estimatoren for Gy under Hp.

LR =

°lap= 60 som er p(x;) under Hy, og la p* veere
ML-estimatet for p under Hp.



Hypotesetest vedrgrende [ (forrts.)

® Daer p* = %27:1% =y og By = log (15,3*) = log (155/)'

® Nar n er stor, er —2log(LR) - X3 under Ho.

e Vi far dermed en test med signifikansnivd « dersom vi
forkaster Hy hvis —2log(LR) > X2, ;.

Eksempel
Eks. 12.34 i boka.



Multippel logistisk regresjon

® Anta nd k forklaringsvariable (xi, ..., xx) = x
® Modell:

eBotBixi4+Bixi
P(X) = T et Aixt—Bx
+ ebo+p1 KXk

® | og-odds:

Log-Odds = log (15('[;(())()) = Bo + Bix + - + Brxk

Linezer struktur i xq, ..., Xk

® Estimering og testing: Tilsvarende som for k =1

Eksempel
Eks. 12.34 i boka.



Tolkning av parametre i multippel logistisk regresjon

® Modell:

eﬁO+BlX1+"’+Bka
,D(X) - 1+ eBotBixi+-+Brxk

e (Odds:

Odds = ﬂ — PotBuixit+Bixk

1—p(x)
® Hvis x; gker en en enhet, og xp, ..., xx holdes konstant, sa
gker odds med et
® | og-Odds:
_ p(x) \ _
Log-Odds = log { ———— | = Bo + f1x
1 — p(x)

Log-odds gker med f;.



