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| et forsgk ble 22 rotter utsatt for ozon (behandlede), mens 23
andre ikke ble det (kontroll). S registrerte en rottenes vektgkning
i gram i Igpet av en uke.

Behandlede rotter Kontrollgruppe

® Hvordan gi et anslag pa forskjellen i vektgkning?
® Hvor sikkert er dette anslaget?

e Kan vi med rimelig grad av sikkerhet si at det er en forskjell i
vektgkning mellom behandlede og ubehandlede rotter?
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o Antaat Xi,...,Xm %L N(u1,02) og Yi,..., s & N(uz,02),
med o1 og oo kjent.
® En naturlig estimator for ju; — pp er X — Y.

® Vi har

E(X-Y) = E(X)-E(Y)=p1—p



Kl for 11 — o, normalfordelte data med kjent varians

o Antaat Xi,...,Xm %L N(u1,02) og Yi,..., s & N(uz,02),
med o1 og oo kjent.

® En naturlig estimator for ji; — o er X — Y.
® Vi har

EX-Y) = E(X)—E(Y)=m —h2
V(X ¥)
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o Antaat Xq,...,Xm & N(

if
p1,02) og Yi,..., Yo~ N(
med o1 og oo kjent.

H2, U%)'
® En naturlig estimator for ji; — o er X — Y.
® Vi har

E(X-Y) E(X) = E(Y) = 1 —
V()_( . ?) uavh.
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if
p1,02) og Yi,..., Yo~ N(
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H2, U%)'
® En naturlig estimator for ji; — o er X — Y.
® Vi har

E(X-Y) E(X) = E(Y) = 1 —
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Kl for 11 — o, normalfordelte data med kjent varians

o Antaat Xi,...,Xm %L N(u1,02) og Yi,..., s & N(uz,02),
med o1 og oo kjent.
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Kl for 11 — o, normalfordelte data med kjent varians

o Antaat Xi,...,Xm %L N(u1,02) og Yi,..., s & N(uz,02),
med o1 og oo kjent.
® En naturlig estimator for ju; — pp er X — Y.
® \/i har
E(X —Y) E(X) —E(Y) = 1 — po
V(X = V) " V() + (-1 V(Y) = 5+ 2

® Da X og Y er normalfordelt, md X — Y ogsa vaere det, slik at

ogsa
2 2
- = o o
X—YNN<ILL1—/.L2,H1,+2>



Kl for 11 — o, normalfordelte data med kjent varians

o Antaat Xi,...,Xm %L N(u1,02) og Yi,..., s & N(uz,02),

med o1 og oo kjent.
® En naturlig estimator for ju; — pp er X — Y.
® Vi har

EX-Y) = E(X)—E(Y)=m —h2
V()_(—?) uavh. (

e Da X og Y er normalfordelt, md X — Y ogsa vere det, slik at

ogsa
2 2
X - Y~N<u1 #2,U+U2>
og o
X-Y— —
0'2 0'2
21 _|_ Z2

m n
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Normalfordelte data med kjente varianser (forts.)

e Vi far:

X*V*(M*Mz) _
P<—a/2S —— Szap|=1l-a

slik at ogsa
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e Vi far:

SZQ/Z =1l-«

slik at ogsa

P(X-V-zpErE<im- s XVt + F)



Normalfordelte data med kjente varianser (forts.)

e Vi far:

SZQ/Z =1l-«

slik at ogsa

P(X-V-zpErE<im- s XVt + F)

=1-aq.
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e Vi far:

XY (-
p (_ 2 < (1 — p2) SZa/z) —1-a

a4 %
slik at ogsa
— — o2 o2 ) = o2 o?
PIX=Y—zop\y b+ Z<m—p2 < X=Y+2zup0\ 3+ F

=1-aq.

® Et 100 - (1 — @)% konfidensintervall for pi; — po blir dermed



Normalfordelte data med kjente varianser (forts.)

e Vi far:

XY (-
p (_ 2 < (1 — p2) SZa/z) —1-a

a4 %
slik at ogsa
— — o2 o2 ) = o2 o?
PIX=Y—zop\y b+ Z<m—p2 < X=Y+2zup0\ 3+ F

=1-aq.

® Et 100 - (1 — @)% konfidensintervall for pi; — po blir dermed
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Konfidensintervall for 111 — o, store utvalg med ukjente
varianser

Anta at

® Xi,...,Xm er uif med forventning u; og varians O'%,

® Y, ..., Y, er uif med forventning uy og varians a%,



Konfidensintervall for p11 — py, store utvalg med ukjente
varianser

Anta at
® Xi,...,Xm er uif med forventning u; og varians O'%,
® Y, ..., Y, er uif med forventning uy og varians a%,

® med o1 og 02 ukjent.



Konfidensintervall for 111 — po, store utvalg med ukjente
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Anta at
® Xi,...,Xm er uif med forventning u; og varians O’%,
® Y, ..., Y, er uif med forventning uy og varians a%,

® med o1 og o, ukjent.

Anta videre at m og n er sa store at vi ikke trenger 3 anta
normalfordeling for X;-ene og Yj-ene.



Konfidensintervall for 111 — po, store utvalg med ukjente
varianser

Anta at
® Xi,...,Xm er uif med forventning u; og varians O’%,
® Y, ..., Y, er uif med forventning uy og varians a%,

® med o1 og o, ukjent.

® Anta videre at m og n er sd store at vi ikke trenger 3 anta
normalfordeling for X;-ene og Yj-ene.

® Vi trenger 3 estimere 02 og 03,
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estimatorer for disse er
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Anta at
® Xi,...,Xm er uif med forventning u; og varians O’%,
® Y, ..., Y, er uif med forventning uy og varians a%,

® med o1 og o, ukjent.

® Anta videre at m og n er sd store at vi ikke trenger 3 anta
normalfordeling for X;-ene og Yj-ene.

® Vi trenger 3 estimere Uf og 0’%, og forventningsrette
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Konfidensintervall for 111 — po, store utvalg med ukjente
varianser

Anta at
® Xi,...,Xm er uif med forventning u; og varians O’%,
® Y, ..., Y, er uif med forventning uy og varians a%,

® med o1 og o, ukjent.

® Anta videre at m og n er sd store at vi ikke trenger 3 anta
normalfordeling for X;-ene og Yj-ene.

® Vi trenger 3 estimere Uf og 0’%, og forventningsrette
estimatorer for disse er

1 - 1 < _
5t = D (Xi=X)? og SF=—23 (Vi- V)
j i=1
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e N3 er

X*Y*(u -

,Uf2) iln.
G 2 N(0,1).

+
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e N3 er

X*Y*(u -

2
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da
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e N3 er

X*Y*(u -
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+S

NZ) tlln N(O 1)

e Et tilnaermet 100 - (1 — )% konfidensintervall for p; — po er
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Store utvalg med ukjente varianser (forts.)

e N3 er

X*Y*(u -

2
+S

NZ) tlln N(O 1)

e Et tilnaermet 100 - (1 — )% konfidensintervall for p; — po er
da

Eksempel
Eks. med studenter i Kalkulus | (eks. 10.5 fra utgave 2 av boka).
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Konfidensintervall for 11y — pp, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians a%,



Konfidensintervall for 11y — pp, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians a%, med o1
og o> ukjent.



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
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® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling,



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd

uif

X1, ooy Xm ~ N(u1,0%)



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd

uif

if
X1y Xm ~ N(pu1,0%) og Y1,..., Yn = N(u2,03).



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.
e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd
uif uif
Xl, c. ,Xm ~ N(,ul, U%) og Yl, ceey Yn ~ N(,UQ,O'%).

® Fgrst antar vi at 02 = 05 = 02,



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd

uif uif
Xl,...,Xm ~ N(,ul,af) og Yl,...,Yn ~ N(,UQ,O'%).
® Fgrst antar vi at 02 = 05 = 02,

® |3

m-—1 n—1
S2 = S? S2.
P m+n—21+m—i-n—22



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd

" .
X1y Xm ~ N(pu1,0%) og Y1,..., Yn = N(u2,03).
® Fgrst antar vi at 02 = 05 = 02,
® [a ) .
m— n—
Sp = St s2.
P m+n—21+m—i-n—22

som sammenslatt



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd

" .
X1y Xm ~ N(pu1,0%) og Y1,..., Yn = N(u2,03).
® Fgrst antar vi at 02 = 05 = 02,
® [a ) .
m— n—
Sp = St s2.
P m+n—21+m—i-n—22

som sammenslatt (pooled)



Konfidensintervall for 111 — 1o, normalfordelte data med
ukjente, like varianser

® Anta at Xi,..., Xy, er uif med forventning p1 og varians o2,
Yi,..., Yn er uif med forventning po og varians O'%, med o1
og o> ukjent.

® Anta videre at m og n ikke er store nok til & bruke resultatene
for store utvalg.

e Da trenger vi i tillegg & anta normalfordeling, altsd

uif uif
Xl,...,Xm ~ N(,ul,af) og Yl,...,Yn ~ N(,UQ,O'%).
® Fgrst antar vi at 02 = 05 = 02,

® |3 1 )
m— n—
S2 = S? S2.
P m+n—21+m—i-n—22

som sammensl3tt (pooled) estimator for felles o2
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Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+n SE(S7) + . L E(S3)
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Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+,, sE(S7) + m+n S E(S3)
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Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 53 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(S57) = m’_’;n SE(S7) + . L E(S3)
m—1 n—1 2 2

= mtn— 20- +m+n 20 =0

(m+n—2) c2 2
® o2 S NXm—i—n—2



Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2
® Bevis: E(52)— m+n SE(S?) + m+n 2E(S)

_ 2 _ 2
_m+n 20- +m+n 20 =0

+n-2) ¢2 2
o (M2 2 s

* Bevis: Dette fglger av at (™ )51 ~ X2 _;og (" )

SZNXn 1



Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2
® Bevis: E(52)— m+n SE(S?) + m+n 2E(S)

= 2 _ ;2
= 20r +m+,, 50° =0
° ("7';7’;2)52 ~ X%n—f—n—Q
® Bevis: Dette fglger av at (m )51 ~ X2 08 (n— 1)52 .

og at S? og S2 er stokastlsk uavhengige.



Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+n SE(S7) + . L E(S3)

. _m—1 n—1 2 _ 2
- m+n— 20 +m+n 20 =0

(m+n—2) c2 2
® o2 S NXm—i—n—Z

® Bevis: Dette fglger av at (m )51 ~x2_,0g (n— 1)52
og at 51 og 52 er stokastlsk uavhengige.

e Merk samtidig at X — Y er uavhengig av S? og S2



Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+n SE(S7) + . L E(S3)

m—1 n10.2:O.2

- m+n— 20 +m+n 2

(m+n—2) c2 2
¢ o2 S ~ Xm+n—2

(m-1)

o Bevis: Dette fglger av at M52 62 (2 | og (2 1)52

og at S? og S2 er stokastlsk uavhengige.

e Merk samtidig at X — Y er uavhengig av S? og S% og dermed
ogsa uavhengig av 53
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° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+n SE(S7) + . L E(S3)
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e Merk samtidig at X — Y er uavhengig av S? og S% og dermed
ogsa uavhengig av 53

® Minner ogsd om definisjonen av t-fordeling:



Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+n SE(S7) + . L E(S3)

m—1 n10.2:O.2

- m+n— 20 +m+n 2
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ogsa uavhengig av 53
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Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+n SE(S7) + . L E(S3)

m—1 n10.2:O.2

- m+n— 20 +m+n 2

(m+n—2) c2 2
° o2 S ~ Xm+n—2

(m-1)

o Bevis: Dette fglger av at M52 62 (2 | og (2 1)52

og at S? og S2 er stokastlsk uavhengige.

e Merk samtidig at X — Y er uavhengig av S? og S% og dermed
ogsa uavhengig av 53

Z

vV U/v

® Minner ogséd om definisjonen av t-fordeling: T =

nidr Z ~ N(0,1)

Ntv



Egenskaper sammenslatt (" pooled”) variansestimator S5

° 52 er forventningsrett for o2

® Bevis: E(57) = -2 m+,, sE(S7) + o S E(S3)

m—1 n10.2:O.2

- m+n— 20 +m+n 2

(m+n—2) c2 2
° o2 S ~ Xm+n—2

(m-1)

o Bevis: Dette fglger av at M52 62 (2 | og (2 1)52

og at S? og S2 er stokastlsk uavhengige.

e Merk samtidig at X — Y er uavhengig av S? og S% og dermed
ogsa uavhengig av 53

Z

vV U/v

® Minner ogséd om definisjonen av t-fordeling: T = ~ t,

nar Z ~ N(0,1) og U ~ x?2 er uavhengige.
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Normalfordelte data med ukjente, like varianser (forts.)

* X—Yog 5,3 er uavhengige, 53 er forventningsrett for o og

(m+n-2) c2 2
o9 ~ Xmtn—2

® Daer




Normalfordelte data med ukjente, like varianser (forts.)

* X—Yog 5,3 er uavhengige, 53 er forventningsrett for o og

+n—2
ul UZ )53 ~ X%n—l—n—Z'
® Daer -
X-Y— —
T = 1(M1 1 MZ) ~ tmyn—2-
Sp\/m t

® Det gir



Normalfordelte data med ukjente, like varianser (forts.)

* X—Yog 53 er uavhengige, 53 er forventningsrett for o og

RS}~ X o
® Daer _
X—=Y — (1 —po
T (11— p )A«tm+n_z
SoyfatE
® Det gir

X=Y—(m1—p2
P _ta/2,m+nf2 < ( ) < ta/27m+n,2 =1—a.

1,1
So\/m t




Normalfordelte data med ukjente, like varianser (forts.)

* X—Yog 53 er uavhengige, 53 er forventningsrett for o og

(m+n-2) c2 2
o2 Sp ~ Xm+n—2-

® Daer o
X—Y—(u—
T= (Ml NZ) ~ tmyn—2-
Syfa T
® Det gir
X =Y —(m—p2
P _ta/2,m+nf2 < ( ) < ta/27m+n,2 =1—a.

1,1
So\/m t

® Et 100 - (1 — @)% konfidensintervall for p; — po er da



Normalfordelte data med ukjente, like varianser (forts.)

* X—Yog 53 er uavhengige, 53 er forventningsrett for o og

(m+n-2) c2 2
o2 Sp ~ Xm+n—2-

® Daer o
X—Y—(u—
T= (Ml M2) ~ tmyn—2-
Syfa T
® Det gir
X =Y —(m—p2
P _ta/2,m+nf2 < ( ) < ta/27m+n,2 =1—a.

1,1
So\/m t

® Et 100 - (1 — @)% konfidensintervall for p; — po er da

_ 1 1
X =¥+ taj2min—25\/ ™ + o



Normalfordelte data med ukjente, ulike varianser
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Normalfordelte data med ukjente, ulike varianser
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Nk
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Normalfordelte data med ukjente, ulike varianser
® Anta nd at 0% # 03.
® Vi lar

T XV(u-p) _ XY -(u—m))/\/o]/m+o3/n

2 2 2 2
NERE: J(E+2) Getsmiaim)

__z
Nk

der

S Z= (XY (n—m)/VATmE A~ NO,1)
e Ulv= (% + 572) / (63/m+03%/n) er uavhengig av Z,
® men U er ikke x2-fordelt!
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® Vi kan imidlertid tilnaerme U med en x2-fordeling, der
parameteren v justeres slik at U/v far riktig forventning og
varians.

¢ Det gjgr vi ved & la (se s. 579 i DBC)
(03/m+ a3 /n)

(2) /m -1+ (%) 1)

UV =

® Da a% og a% er ukjent, benyttes i praksis
2
(s3/m+ s3/n)

(@) -+ (5 0D
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Normalfordelte data med ukjente, ulike varianser (forts.)

® Dermed er _
X =Y — (1 — p2) tiln.

Vs

St S
m T

der v er gitt ved (1).
e Et tilnaermet 100 - (1 — )% konfidensintervall for p; — po er

da
2 2
o S S
X—yEty, A 72
Eksempel

Vektgkning for rotter.
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Hypotesetester ang. 11 — pp, normalfordelte data med
kjent varians

® Vi gnsker & teste hypoteser av typen
® Ho:pr— po < Ag mot Hy:pg — po > Ag
® Ho:pr— p2 > Do mot Hy: g — po < Qg
® Ho:pr— p2 = Ao mot Hy : puy — piz2 # Do.
Som regel er Ag = 0.

uif uif

Anta at X1,..., Xm ~ N(u1,0%) og Y1,..., Yn ~ N(uz,03),
med o1 og oo kjent.

Vi begynner med & se pa tester av typen Hy : p1 — o < Ay
mot H, : 1 — po > Ay.

Da forkaster vi Hy dersom X-Y > k, som tilsvarer

X—-Y—-A k — Ao
2

>
2 - 2 2
) 914 %
m n m n



Hypotesetester ang. 11 — pp, normalfordelte data med
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® Vi gnsker & teste hypoteser av typen
® Ho:pr— po < Ag mot Hy:pg — po > Ag
® Ho:pg— po > Do mot Hy:pg — po < Ay
® Ho:py— p2= Do mot Hy:pg — pz # Do.
® Som regel er Ay = 0.
o Antaat Xi,..., Xm % N(u1,02) og Yi,..., Yo L N(uz,02),
med o1 og oo kjent.
® Vi begynner med & se p3 tester av typen Hy : u1 — o < Ay
mot H, : 1 — po > Ay.
® Da forkaster vi Hy dersom X-Y > k, som tilsvarer

X—V—A%>k—Ao
0'2 O'2 - O’2 0'2
Vo + 7 Tt

® Hvis 3 — o = Ag sa er Z ~ N(0,1)
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e Det gjenstar 3 finne k slik at testen far signifikansniva o.
e Vi far

P(Feil av type 1) < P(Z > k|py — po = Do) =1 — &(k) = a.
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Normalfordelte data med kjent varians (forts.)

e Det gjenstar 3 finne k slik at testen far signifikansniva o.
e Vi far

P(Feil av type 1) < P(Z > k|py — po = Do) =1 — &(k) = a.

* Det gir k = d~1(1 — ) = z,, og vi forkaster dermed Hp
dersom Z > z,.

® En test for Hy : p1 — po > Ag mot H, @ g — po < Ag med
signifikansniva « far vi tilsvarende ved 3 forkaste Hy dersom
Z < —z,.

® En test for Hy : 1 — o = Do mot H, = u1 — pp # Ag med
signifikansniva « far vi ved a forkaste Ho dersom Z < —z, 5
eller Z >z, /5.
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Alternativt: P-verdier for to-utvalgs tester om 11 og

normalfordelte data med kjente o1 og 0.
La Z ~ N(0,1)
® Vi observerer differans i gjennomsnitt X — y og beregner
testobservator z = (X — y — Ag)/ UTS + U—ng
® For H, : 3 — pp > Ag blir P-verdien blir P(Z > 2)

® For H, : p1 — o < Ag blir P-verdien blir P(Z < z)

® For H, : u1 — po # Ag blir P-verdien blir
P(Z < —|z|]) + P(Z > |z|) = 2P(Z > |z])
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® Vi gar tilbake til testen for Hp : 1 — o < Ag mot
Hy : u1 — po > Ag. Da er styrkefunksjonen gitt ved:

@)= P (et =z =)

— 1 — q) o — & ,
(Z \/Uf/m—f—cf%/n)
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® Vi gar tilbake til testen for Hp : 1 — o < Ag mot
Hy : u1 — po > Ag. Da er styrkefunksjonen gitt ved:

_ X—Y-0o ~ . —
V(A) P <\/‘W Z Za | H1 — p2 A)
_ 1 _ _ A—Ag _ _
=1-9¢ (Za \/W) , A H1 — H2.
® Vi gnsker nd & bestemme m og n slik at sannsynligheten for
feil av type Il blir hgyst 3 for A = A’ > A,.

e Viskal altsé Igse 5 =1—~y(A") = <za - %) for

m og n.



Styrkefunksjon - Normalfordelte data med kjent varians

® Vi gar tilbake til testen for Hp : 1 — o < Ag mot
Hy : u1 — po > Ag. Da er styrkefunksjonen gitt ved:

@)= P (et =z =)

:1—¢<za—%>, A= py — po.

® Vi gnsker nd & bestemme m og n slik at sannsynligheten for
feil av type Il blir hgyst 3 for A = A’ > Ag.

e Viskal altsé Igse 5 =1—~y(A") = <za - /ﬁ) for

m og n.

2
® Hvisvilarm=n, farvim=n= (Z?irzﬁ() (a% + O'%).
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® For tester av typen Hp : 1 — o > Ag mot Hy g — o < Ag
blir styrkefunksjonen tilsvarende:

A —Ap

\Joi/m+o3/n

YA)=d | —z, —

® De mog n, med m=n,
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® For tester av typen Hp : 1 — o > Ag mot Hy g — o < Ag
blir styrkefunksjonen tilsvarende:

A —Ap

\Joi/m+o3/n

® De m og n, med m = n, som er slik at sannsynligheten for feil
av type Il blir hgyst 3 for A = A’ < Ag
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Styrkefunksjon - Normalfordelte data med kjent varians |l

® For tester av typen Hp : 1 — o > Ag mot Hy g — o < Ag
blir styrkefunksjonen tilsvarende:

A —Ap

\Joi/m+o3/n

® De m og n, med m = n, som er slik at sannsynligheten for feil
av type Il blir hgyst 8 for A = A’ < Ag blir gitt ved samme
formel som pa forrige foil.

YA)=d | —z, —
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® For tester av typen Hy : i1 — pio = Ag mot Hy @ 1 — pa # Ao
blir styrkefunksjonen:

A—A
V(A) =0 —Zaj2 — 0

\Voi/m+a3/n

A-A

F1-0 |z 0

\/o2/m+c3/n

® For & oppnd at sannsynligheten for feil av type Il blir hgyst 3

2
for A = A’ # Ag kan en sette m=n = <Zg{2_+AZf> (02 + 03)




Styrkefunksjon - Normalfordelte data med kjent varians Ill

® For tester av typen Hy : i1 — pio = Ag mot Hy @ 1 — pa # Ao
blir styrkefunksjonen:

A—A
V(A):(D —Zaj2 — 0

A-A

+1-0 |z — 0

\/o2/m+c3/n

® For & oppnd at sannsynligheten for feil av type Il blir hgyst 3
V4 Z, 2
for A =A"# Ay kanensettemznz(“/2+5> (02 + 03)

AN =D
som en tilnaermelse.
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Hypotesetester ang. 1 — o, store utvalg med ukjente
varianser

® Anta at Xi,..., X er uif med forventning py og varians Uf,
Y1,..., Yn er uif med forventning po og varians a%, med o1

og o> ukjent.

® Anta videre at m og n er sa store at vi ikke trenger 3 anta
normalfordeling for X;-ene og Yj-ene.

® For § teste hypoteser ang. p1 — o kan vi da bruke samme
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Eksempel
Eks. 10.8 fra boka.
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UV =

Eksempel
Vektgkning for rotter.
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trenger vi fordelingen til T = X=Y_0o nar Ag.
g g S \/17—0—* M1 — H2 7& 0
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® For & beregne styrkefunksjonen til testene n3r 02 = 03 = o2
trenger vi fordelingen til T = % nar pi — po # No.
o\ mTh

® Dette er en sdkalt ikke-sentral t-fordeling, som vi ikke skal ga
naermere inn pa i dette kurset.

® | stedet kan vi bruke R-funksjonen power.t.test().

® Denne kan gi oss styrkefunksjonen, sannsynlighet for feil av
type Il, samt m og n slik at sannsynligheten for feil av type Il
blir hgyst 3 for en A i samsvar med H,.
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Valg av t-test (og Kl) med lik og ulik varians?

® Vi sd at t-observatoren med like varianser gir eksakt
t-fordeling nar antagelsen om o1 = o, holder

® Dette har vaert den tradisjonelle metoden 3 gjgre t-tester pa

e delvis pd grunn av komplisert formel for antall frihetsgrader(?)

® Man taper noen frihetsgrader med ulik variansmetoden,
® men ikke mange hvis n ~ m eller s; =~ s

® Hvis derimot forskjellen pa o1 og o5 er stor kan testen med
like varianser bli misvisende

® Derfor er tryggest i praksis & bruke varianten med ulike t-test
med ulike varianser

® Vi skal se pa en test for likhet mellom variansene, men denne
er sensitiv til normalitetsantagelsen
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® S3 langt har vi antatt at Xj-ene og Yj-ene i de to utvalgene er
uavhengige.

® Det er naturlig dersom de er knyttet til to forskjellige
populasjoner.

® | en del tilfeller gjelder imidlertid ikke denne antakelsen, f.eks.
hvis X; og Y; er to malinger pd samme person i et medisinsk
forsgk.

® Da kan en i stedet organisere malingene parvis.
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Eksempel parforsgk

Vil sammenligne en ny salve mot eksem pd hendene med en
som har vaert brukt tidligere.

Er den nye salven bedre?
| forbindelse med Kap. 9 diskuterte vi et parforsgk for dette:
Rekrutter pasienter med eksem pa begge hender

Trekk tilfeldig (randomiser) hvilken hdnd som far ny salve.
Den andre far den tradisjonelle

Inspiser etter noen uker hvilken hdnd som er best

Tell opp antall personer som responderer best pa ny salve og
sammenlign med Bin(n, 0.5)

Vi kunne ogsa tenke oss & kvantifisere grad av eksem pa
begge hendene

Da er vi i situasjonen i Avsnitt 9.3
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Parforsgk (forts.)

® Anta at vi har par av observasjoner (X1, Y1),...,(Xn, Ya),
med E(X;) = p1 og E(Y;) = 2.

® Er interessert i forskjellen 1 — o

o laD;i=X;—Y;,i=1,...,n.

o Antaat Dy...,Dp %Y N(up,op), der
pup = E(D;) = E(X;) — E(Y;) = pu1 — 2 og 0y = V(D).

® Vi kan da bruke metodene for ett normalfordelt utvalg til 3
lage konfidensintervall (Kap. 8) og tester (Kap. 9) for
Up = p1 — H2.

Eksempel
Eks. 10.11 i boka.
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Basert pa D; ~ N(u1 — p2,0p) uif, i=1,...,n blir da
konfidensintervallene for 13 — po pa formen

— SD = — SD
D:l: ta/zﬁ — X - Y:l: ta/zﬁ
der D = %27:1 D;, S3 = nil S (Di—=D)?ogty=1—a

kvantilen i t—fordelingen med n — 1 frihetsgrader.

Tilsvarende baseres tester for Hj : p11 = po, Hg cpy < up og
HG : 11 > po pé testobservator (av typen)

D .
t= ?ﬁN th—1 nar p1 = uo
D
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® N3r bgr en bruke t-test for pardata og nar er det bedre 3
bruke en t-test for to uavhengige, like store utvalg?

X—
5 er

® Testobservator for parforsgk: T = % _
Sp = nil >oia(Di — D)? er en estimator for o

Y
/\f
2
9p-

e Testobservator for to uavhengige like store grupper (m = n):
X—-Y
\ (ST +S3)/n

der 52 = L5 (X;i—X)?0g S2 =50 (Yi—Y)er

estimatorer for henholdvis 0 = V(X;) og 05 = V(Y}).

T =

® Forskjellen pé disse to er nevnerne.



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:

O'2D = V(X,' — Y,) = U% +O’§ - 20’102,0,



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:
O'2D = V(X,' — Y,) = 0% + O'% - 20’102,0,

der p = Corr(Xi, Yi).



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:
O'2D = V(X,' — Y,) = O'% + O'% - 20’102/),

der p = Corr(Xi, Yi).

® For uavhengige grupper har vi



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:
O'2D = V(X,' — Y,) = O'% + O'% - 20’102/),

der p = Corr(Xi, Yi).

® For uavhengige grupper har vi

V(X — V) " 62 4 o2,



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:
O'2D = V(X,' — Y,) = O'% + O'% - 20’102/),

der p = Corr(Xi, Yi).

® For uavhengige grupper har vi

V(X — V) " 62 4 o2,

® Huvis p er positiv og stor,



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:

O'2D = V(X,' — Y,) = O'% —|-O'§ - 20’102/),

der p = Corr(Xi, Yi).

® For uavhengige grupper har vi

V(X — V) " 62 4 o2,

® Huvis p er positiv og stor, er dermed U2D mye mindre enn
U% + a%,



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:
0'2D = V(X,' — Y,) = O'% + O'% - 20’102/),

der p = Corr(Xi, Yi).

® For uavhengige grupper har vi
V(X — V) "2 62 4 62,
® Huvis p er positiv og stor, er dermed U2D mye mindre enn

a% + a%, og da er det best & bruke framgangsmaten for
parforsgk,



Parforsgk eller to uavhengige grupper? (forts.)

® For pardata har vi:
0'2D = V(X,' — Y,) = O'% + O'% - 20’102/),

der p = Corr(Xi, Yi).

® For uavhengige grupper har vi

V(X — V) "2 62 4 62,

® Huvis p er positiv og stor, er dermed U2D mye mindre enn
a% + a%, og da er det best & bruke framgangsmaten for
parforsgk, fordi det da er lettere & oppdage forskjeller mellom
gruppene.
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Kroppsdeler i par: Armer, hender, ben, fgtter, gyer, ....

Tvillinger (evt. sgsken)

Samme person med

® ulike behandlinger
® i ulike tidsperioder

Individer som "matches” til par

Like pa forskjellige bakgrunnsvariable
som ogsa kan spille inn pa utfallet, f.eks.
Kjgnn, alder, region, yrke

og/eller livstilsvariable
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Styrkefunksjon for hypotesetest ang. p; og p, (forts.)

® Vi vil nd finne styrkefunksjonen til tester for Hg : p1 < p» mot
Hy:p1 > po.
® lap=;"-p1+ P2 = E(P)
A A 1— 1—
og 0p,—p, = sd(p1 — p2) = \/m( mpl) + el n el
e Styrkefunksjonen er da gitt ved:

o [V P G+ 2) — (= p2)

Op1—p2

Y(p1,p2) = 1—

® Vi vil bestemme utvalgsstgrrelsene m og n, med m = n, slik
at sannsynligheten for feil av type Il blir hgyst 3 for p; = p}

og p2 = pp med pj > pj.
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Vi forkaster altsa nar
p1 — P2

VA= p)i/n+1/m)

Men ndr py > p; blir V(p1 — p2) = pl(ln:pl) + p2(1,,_p2) = 0,231_,32 og

da er det

L VBA= A /n+1/m)_ (o1 p2)

7 (PL=P)—(p—p2) _
Op1—p2 Tp1—p Tp1—p2

som er tilnaermet N(0,1). Dermed blir sannsynligheten for &
forkaste ndr po > py gitt ved v(p1, p2) = P(Z > z, | p1, p2)

=P(Z' > Za\/ﬁ(l_ﬁ) (& +5) = (L= p2)

Op1—p2

etter at vi har byttet ut leddet p(1 — p) med verdien p(1 — p).
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® Sannsynligheten for feil av type Il er da (med n = m)

Zan/ P p(1—p *_(Pl P5)

5(p2,lvpé) =1- (p17p2

e Vi Igser for n nar B(p}, ph) < S, og far

2

za\/(pi +p3) (1= 252 ) 4 20\ /B (L= p) + P51 — )

n>
P1 — P>

Merk at p = (p} + p5)/2 ndr n = m.
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® For tester av Hy : p1 > p> mot H, : p1 < po er

styrkefunksjonen
—za\/ﬁ(l =p) (m+

3) = (p1—p2)

v(p1, p2) &

Op1—p2

og den m = n som gir sannsynlighet for feil av type Il hgyst

lik B for p1 = p} og p2 = p5 med p| < p} er gitt ved samme
formel som over.

® For tester av Hy : p1 = po mot H, : p1 # po er
styrkefunksjonen

(o1 p2) ~ a/z\/Pl— 1) —(p—p)
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Hypotesetest ang. p; og p, (forts.)

® Den m = n som gir sannsynlighet for feil av type Il hgyst lik 3
for p1 = pj og p2 = p) med p| # p er gitt ved

2

zora (61 + £2) (1= 52 + 20/ AT = 50+ A1 = D)

P1— P

nz

Eksempel
Eks. 10.13 i boka.
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Ulikhet mellom varianser i to-utvalg, Avsnitt 9.5

o Antaat Xy, ..., Xm L N(u1,02) og Yi,..., s & N(uz,02),

® Sett at vi har ulike prosedyrer avhengig av om o2 = o3 eller
ikke.

® 02 = o3 gir en enklere modell

® (Dnsker som regel sd enkel modell som mulig

* Fornuftig fgrste strategi: Teste om o2 # 3.
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Hypotesetest for 0% /03

e Viantarat Xi,..., Xn uif N(u1,0?) og

Yi,...., Yn uif N(u2,03), der p1, pa, o1 og o er ukjent.

® Vi vil teste hypotesene Hp : 02 = 03 mot H, : 02 # o3.
* Vetat S = Ly 07 (X; — X)? 0g 55 = 721 My (Vi— V)
er forventningsrette estimatorer for o2 og 3.
® Synes rimelig & basere testen pa 512/522
(m—1)S2 (n—1)S2 2

® Videre vet vi at o X2,_1 OF 7~ X1

® og dessuten at de er uavhengige

® ndr vare antagelser om normalitet holder
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e Definisjon: Anta
* Vi~ X2
* Yo~ X2,
® Y; og Y er uavhengige

Daer F = Q;Z; F-fordelt med (v1, 1) frihetsgrader

Vi skriver ofte F ~ F,, ,,
® Sannsynlighetstetthet:

T +12)/2) <V1>”2/2 x/2-1

e ve) = 2, o) \i2) T i)

® Momenter:

E[F] = 2, vy > 2
VIF] = 2atiie=d) ) oy

v1(v2—2)2(v2—4)°
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Tettheter i noen F-fordelinger

<
- — nul=1,nu2=1
o~ —— nul=10,nu2=1
- 7 nul=10,nu2=2
—— nul=10,nu2=5
o | nul=10,nu2=10
= — nul=10,nu2=100
@
o
e
o
<
o
N
o
o
o
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Merk at E(F) = ;25 ~ 1 for rimelig stor v, som passer med at

F-tetthetene da har senter omkring 1.
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2
F ~ XVI/Vl.

Eksempel 1 = 10 og v» = 100:

7 — F(10,100)
—— Chisg(10)
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1

0.4
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1

Grunnen er at V(Y2 /1) = V% som er liten ndr Y ~ x2, og v stor
og dermed blir variasjonen i Y2 /v, ubetydelig for F.
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Diskusjonsspgrsmal

Anta
® Yj NX;%jaj: 1,2
® Yi og Y> er uavhengige

Y1/v
< =90
Spgrsmal:
e Hvorfor er ikke E[F] = E{Q%Z;?
* E[fl=:;%

® Hvorfor er E[F] ikke avhengig av 117
Hint: Hvis Y ~ x, sa er E[Y] =v.

® Huvis v, er stor, hvorfor vil F ~ x2 /117?
Hint: V[Y2] =21,



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

) = Jo xf(x;a, B)dx



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

E(X") = [y"x"f(x;a, B)dx = oerr>(< 5= exp(—%)dx



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

E(X") = [y"x"f(x;a, B)dx = oerr>(< 5= exp(—%)dx
MNo+r r Cz+r 1 X
= (ot )ﬂ fo r(a—&—r)ﬁaﬂ exp( B)d



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

E(X") = [y"x"f(x;a, B)dx = oerr>(< 5= exp(—%)dx
MNo+r r Cz+r 1 X
= (ot )ﬂ fo r(a+r)/8a+f exp( B)d

= r(ro(‘z)r)ﬁ’ I~ f(x;a+r, B)dx



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

E(X") = [y"x"f(x;a, B)dx = oerr>(< 5= exp(—%)dx
MNo+r r Cz+r 1 X
= (ot )ﬂ fo r(a+r)/8a+f exp( B)d

T [ i+ e =



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

0 _r x¢

E(X") = [y"x"f(x; o, B)dx = [~ x oL [3"‘ exp(— 5)

a+r 1

M(a+r) or x
= (r(a))ﬁ Jo~ ez ep(—F)dx

T [ i+ e =

Spesielt for Y ~ x2, dvs. gammafordelt med o = v//2 og 3 = 2
fas



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

0 _r x¢

E(X") = [y"x"f(x; o, B)dx = [~ x oL [3"‘ exp(— 5)

a+r 1

M(a+r) or x
= (r(a))ﬁ Jo~ ez ep(—F)dx

MNa+r) or oo i MNa+r) or
= OB [ Fa o+ r,B)dx = 50 8
Spesielt for Y ~ x2, dvs. gammafordelt med o = v//2 og 3 = 2
fas

E(<)=EY™

v
Y



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut

0 _r x¢

E(X") = [y"x"f(x; o, B)dx = [~ x oL [3"‘ exp(—%)dx

a+r 1

M(a+r) or x
= (r(a))ﬁ Jo~ ez ep(—F)dx

T [ i+ e =

Spesielt for Y ~ x2, dvs. gammafordelt med o = v//2 og 3 = 2
fas
vi(a—1)

) =EY ) =5

v
E(=
(Y



E(X") for X ~ Gamma(a, 3) og r > —a vilkarlig

Momenter E(X") for gammafordelte X kan finnes fra
momentgenerende funksjon nar r positivt heltall.

Vi kan finne momentene mer generelt ved a integrere ut
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M(a+r) or x
= (r(a))ﬁ Jo~ ez ep(—F)dx
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Spesielt for Y ~ x2, dvs. gammafordelt med o = v//2 og 3 = 2
fas

Zr(a—l)_z( 1 )= v

2 T(a) 2v/2-1" v-2

E(<)=EY ™) =
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o t-fordeling: Anta
e 7~ N(0,1)
Y ~xp
® Z og Y er uavhengige
Daer T = —2— t-fordelt med v frihetsgrader
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® Vi har
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Sammenheng F fordeling og t fordeling

o t-fordeling: Anta

* Z~ N(0,1)
* Y~
® Z og Y er uavhengige
Daer T = \/% t-fordelt med v frihetsgrader
® Vi har ) )
22
Y/v  Y/v

der Z2 ~ X%- Dermed er T2 ~ Fi.



Hypotesetest for 0% /03



Hypotesetest for 0% /03

2
e Vi har (m-Ds1 1)5 ~ X2 1 0g (n=1)S; )S ~ X2_; er uavhengige.

1



Hypotesetest for 0% /03

e Vi har (m-Ds1 1)5 ~ X2 1 0g (n=1)S; )52 ~ X2_; er uavhengige.
1

(m-1s}

52 /01 _ /(m—1) N

¢ Glr 52/ ) o (n 1)522/(n 1)

m—1,n—1-



Hypotesetest for 0% /03

e Vi har (m-Ds1 1)5 ~ X2 1 0g (n=1)S; )52 ~ X2_; er uavhengige.
1
(m— 1)512
° Gir Si/o} = [t ~ 1.n—1
522/U§ (n 1)522/(n 1) ==L

52
® Under Hy er a% = 02, ogdaer F= 5—5 ~ Fm—1,n-1.
2



Hypotesetest for 0% /03

(m-1)52 1)5 (n—-1)$3 )52 2

® Vi har ~ Xm-1 08 ~ X5_1 er uavhengige.
1
1)S?
P Y
* Gir 52/05 = 2 ~ FFm-1,n-1-
S2/02 = (n— 1)52 (1) ,

2 s?

® Under Hyp er 07 = 02, ogdaer F= 5—5 ~ Fm—1,n-1.
2

[ ]

Da far vi en test med signifikansnivd « dersom vi forkaster Hy
nar F < Fi_opom-1n-1¢€ller F>Foom 101
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Konfidensintervall for o2 /03
® For 3 lage et 100 - (1 — a)% konfidensintervall for 0% /o3
bruker vi at

St/ot _
Pl Fi- a/2,m— 1n1 2/2§Fa/2,m71,n71 =l-a
2 03

som betyr at

2 2 2
P(Slzl SR S >=1—a~
52 Fl—a/2,m—1,n—1 2 52 Fa/2,m—1,n—1

® Et 100 - (1 — )% konfidensintervall for 02 /03 er dermed gitt

ved ) )
<51 1 st 1 )
2
S5 a/2m 1,n—1 52’:1 a/2,m—1,n—1

® Metodene over er noksa fglsomme overfor antakelsen om
normalfordeling.

Eksempel
Vektgking for rotter.
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Kommentarer

® Inferens om varianser er altsd sensitivt til normalantagelse

® Resampling er nok det mest direkte alternativet (Avsn. 10.6,
ikke pensum)

® Bootstrapping
® Permutasjonstesting
® (QOgsa aktuelt for forventninger og andre parametre
® Nar vi har diskutert F-tester og F-konfidensintervall for
varianser er det mye for & motivere F-fordelingen

® Mgter denne igjen alt pd torsdag - i forbindelse med Enveis
variansanalyse (Kap. 11.1 og deler av 11.3)

® F-tester blir mer generelt benyttet for regresjonsanalyse (Kap.
12, fra uke 42)
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