Lgsningsforslag til eksamen i STK1110 16. desember 2019

Oppgave 1

a) Hvis vi tester
Hy:p<5.0 mot Hy:p>5.0,

er nullhypotesen at mengden organisk karbon i drikkevannet ikke overstiger grenseverdien 5.0 mg/1,
mens den alternative hypotesen er at mengden organisk karbon oversiger grenseverdien. Hvis vi
forkaster nullhypotesen, vil vi vaere rimelig sikre pa at drikkevannet inneholder for mye organisk
karbon.

Hvis vi tester
Ho:p>50 mot Hy:pp < 5.0

er nullhypotesen at mengden organisk karbon i drikkevannet overstiger grenseverdien 5.0 mg/1,
mens den alternative hypotesen er at mengden organisk karbon ikke oversiger grenseverdien. Hvis
vi forkaster nullhypotesen, vil vi vaere rimelig sikre pa at drikkevannet ikke inneholder for mye
organisk karbon.

b) Vi vil teste
Ho:p>5.0 mot Hy :pp < 5.0

Vi har at X ~ N(p,02/5) og at (X — p)/(0/v5) ~ N(0,1). Siden alternativet er u < 5, er det
rimelig & forkaste nullhypotesen hvis

X —
Z = 75 <ec
0'/\/5
for en passende valgt c. For at testen skal f& signifikansniva 5% mé& vi velge ¢ = —zp.05 = —1.645.

For da har vi at |der ® er den kumulative standardnormalfordelingen|

X -5
a/\5

X -5
<P < —z =5
< (J/\/g_ 0.05 | 1t >

= ®(—20.05)
=0.05

P(forkast Hy | Hp er sann) = P ( < —Zoo5 | > 5>

som viser at testen har signifikansniva 5%.
Med tallene i oppgaven finner vi at T = 4.66. Med o = 0.5, far testobservatoren verdien
4.66 —
z= 4665 1.52
0.5/V5

Altsd er z > —zg05 = —1.645, s& vi forkaster ikke nulhypotesen pa niva 5%.



c) Generelt er P-verdien lik sannsynligheten, beregnet under forutsetning at nullhypotesen er
sann, for at vi vil f4 en verdi av testobservatoren som er minst like mye i motsetning til null-
hypotesen som den verdien vi faktisk fikk. S& her er P-verdien lik sannsynligheten, nar u = 5,
for at vi vil f& en verdi av testobsetvatorene Z som er lik —1.52 eller mindre.

Ved & bruke tabellen over den kumulative standardnormalfordelingen har vi at ®(—1.52) = 0.064,
sd P-verdien er 6.4%.
d) Hvis vi tar n vannprgver, far vi en test med signifikansniva 5% hvis vi forkaster Hy s& sant
X -5
Z=—F-< -
YN 20.05

Feil av type II betyr at vi ikke forkaster nullhypotesen nar den er gal. Vi har her at

B(u') = P(feil av type IT| = 1)
= P(forkaster ikke Ho | p = u')

p(X-5 ‘ ,
= —_— —Z =
o/ 0.05 | 4 = H

X - 5y ;
—P - =
(o—/\/ﬁ > a0+ o=

5—
—1-a (- 2K
< 20'05+0/\/ﬁ>

Vi skal bestemme n slik at 5(4.5) < 0.10. Na har vi at 2,05 = 1.645 og 0 = 0.5, s& for ¢/ = 4.5
skal vi bestemme n slik at

1- <—1.645+ 5> <0.10

dvs. slik at
P(—1.645 + /n) > 0.90
N& har vi at ©(1.28) = 0.90, s& vi ma velge n slik at
—1.645 + /n > 1.28
eller
Vn > 1.28 4+ 1.645 = 2.925
som gir
n > 2.925* = 8.56

Det betyr at ingenigrene ma ta minst 9 vannprgver.
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e) Nér o er ukjent mé vi estimere variansen o med

n

1 _
§P=—=> (Xi—X)
=1

Vi bruker da testobservatoren

X -5
S/V5

Nar p = 5 er testobservatoren t-fordelt med 5 — 1 = 4 frihetsgrader, s& vi far en test med
signifikansniva 5% hvis vi forkaster nullhypotesen s& sant T' < —t.05.4.

Oppgave 2

a) Vi finner momentestimatoren ved & lgse ligningen vi far nér vi setter forste teoretiske moment,
dvs. E(X;), lik fgrste empiriske moment, dvs. X. Det er gitt i oppgaven at F(X;) = 0,/5, sa

2
her er momentestimatoren 6 gitt ved ligningen
~ 7'(' —_
0,/—=X
/3
Det gir
e
0=X4/—
7r
Det er videre gitt i oppgaven at E(X?) = 20%. Av det far vi at
\° s 4—7
V(X;) = B(X?) - [B(X:)]* = 26* — (0@) =20% - 562 = 62
Av sentralgrensesetningen folger det na at X er tilnsermet N(uy,o% /n)-fordelt, der
us 4—-7
px = B(X;) = e\ﬁ og 0% =V(Xi) = ——¢"
Dermed er 6 = \/gy tilneermet normalfordelt med forventningsverdi lik
2 2 m
~ = — = —9 —_ = 0
==y 73
og varians lik
2
2_( 2> o} _2 4-m 0* _d-m,
g5 = — = = . - =
o T n T 2 n nm
b) La x1,...,z, vare de observerte verdiene av X1, ..., X,. Da er likelihood funksjonen gitt ved
n n 1 1 n 1 n
—2/(262
v = T s = om0 = g ([T o (-3
i=1 i=1 i=1 i=1
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Log-likelihooden blir

n n
1
1 =1

=

Vi deriver med hensyn pa 6 og far at
o) 2n 1 <
—InL(#) = -+ — 2
g9 M EO) =G T g ;m

Vi far maksimum likelihood estimatet 6 ved & lgse ligningen % In L(0) = 0. Altsa er algjsningen
av ligningen

n

2 1
o (0PI

som gir
1 n
N2 _ 2
(0)" = om ;_1 Ly

Maksimum likelihood estimatet blir dermed

Vi far maksimum likelihood estimatoren ved & erstatte de obseverte x;-ene med de stokastiske
Xi-ene, sa maksimum likelihood estimatoren er

c¢) Fisher informasjonen i én observasjon er gitt ved

2

0
1(0) = —E <8021nf(Xi79)>
For X; > 0 har vi na at

1
In f(X;;0) = —2f +InX; — —-X?

2027 "

Dermed er

0 2 1

—Inf(X;:0) = —> + = X?

60 nf( ,9) 0+03 (2
0og

8721 f(X--H)—E—iXZ

gg2 I\ AU = gy T paat



Det er gitt i oppgaven at E(X?) = 26. Dermed er Fisher informasjonen i én observasjon gitt
ved

2 3 2 3 5 2 3_, 2 6 4
10) =~ (3 - i) =~ + B =~ 4 G =Lk =

d) Det er kjent at maksimum likelihood estimatoren 0 (under visse regularitetsbetingelser som
er oppfylt her) er tilneermet normalfordelt med forventningsverdi 6 og varians 1/[nI(6)]. Her far
vi variansen

1 1 62

nl(0)  n(4/62)  4n

g

SIS

Béade momentestimatoren 6 og maksimum likelihood estimatoren 9 er tilneermet normalfordelt
med forventning 0. For 4 sammenligne estimatorene, kan vi dermed sammenligne variansene. Vi
finner at

2 4—7 n2
o Ame2 gy
% S AT o
%5 in T

Det betyr at variansen til momentestimatoren 0 er 9.3% stgrre enn variansen til maksimum
likelihood estimatoren #, sd maksimum likelihood estimatoren er a foretrekke.

Oppgave 3

a) Konstantleddet [y i regresjonsmodellen (1) er forventet utslipp nar x;; = 0, dvs. nar luft-
trykket er 750 mmHg. Av R-utskriften har vi estimatet 8y = 1.03, sa nar lufttrykket er 750 mmHg
vil vi forvente at utslippet er 1.03 ppm (parts per milion). Signingskoeffisienten 3y er forventet
endring i utslippet nar lufttrykket gker med 1 mmHg. Her har vi estimatet 5; = 0.0182, sa hvis
lufttrykket gker med 1 mmHg vil vi forvente at utslippet gker med 0.0182 ppm.

Vi har at (Bl — B1)/S5, er t-fordelt med n — 2 = 20 — 2 = 18 frihetsgrader. [Her er S%l den

vanlige forventningsrette estimatoren for V(Bl)] Av dette fplger det ved et standard argument
at et 99% konfidensintervall for 37 er gitt ved

B1 =+ 10.005,18 * S5,

Av tabellen forst i oppgavesettet har vi at 29.005,18 = 2.878 og av R-utskriften har vi at sz =
0.00338. Vi far dermed konfidensintervallet

0.0182 £+ 2.878 - 0.00338

dvs. fra 0.0085 ppm til 0.0279 ppm.

b) Vi ser at i modell (1) er By = 0.0182, mens i modell (2) er By = 0.0065. Estimatet for
modell (1) er alts& nesten tre ganger s stort som estimatet for modell (2). Forklaringen pa
dette er at regresjonskoeffisienten (31 ikke betyr det samme i modell (1) og modell (2). I modell
(1) er B forventet endring i utslippet nar lufttrykket gker med 1 mmHg. Men i modell (2)
er 31 forventet endring i utslippet nar lufttrykket gker med 1 mmHg og luftfuktigheten forblir
uendret. Av matrise-spredningsplottet gitt i oppgaven ser vi at det er negativ korrelasjon mellom



lufttrykk og luftfuktighet. Sa nar lufttrykket gker, vil typisk luftfuktigheten bli mindre. Og lavere
luftfuktighet vil fore til storre utslipp. Estimatet for 51 i modell (1) vil i tillegg til betydningen
av lufttrykk ogsé fange opp noe av effekten av luftfuktighet.

c) Hvis lufttrykket er 740 mmHg og luftfuktigheten er 80%, blir forklaringsvariablene z7 =
740—750 = —10 og x5 = 80—50 = 30. Forventet utslipp for disse verdiene av forklaringsvariablene
er

[y 2303 = Bo + Bra] + Baxs = By — 1081 + 3052
og en estimator for denne forventningsverdien er

Py .otz = Bo — 1031 + 30,@\2 = 0.9738 — 10 - 0.00645 + 30 - (—0.002655) = 0.830
Standardfeilen til estimatoren er

Thy .ot a3 — V(iy 2t 23)
der variansen gitt ved

V(fiya: 2z) = V(Bo — 1051 + 305)

= V(Bo) + (~10)* - V(B1) + 30* - V(B2) (4)
+2-(=10) - Cov (B, B1) + 2 - 30 - Cov(Bo, B2) + 2 - (—10) - 30 - Cov(f1, B2)

For & bestemme et estimat for variansen (og dermed standardfeilen), trenger vi estimater for
variansene og kovariansene i formel (A). Vi kan f& estimater for variansene fra R-utskriften, men
ikke estimater for kovariansene.

d) Vi setter C = (X’X)™". Det er gitt i oppgaven at

Coo Co1  Co2 0.1460 0.0212 0.00313
C=| cio a1 ci2 = 0.0212  0.00483 0.000612
Con C21 (€22 0.00313 0.000612 0.000138

Vi har at V(B\j) = o?cjj for j =0,1,2 og Cov(@,@) = o2¢j for j # L.
Av R-utskriften har vi at et estimat for o2 er s2 = 0.05212.

Ved formel (A) har vi da at et estimat for variansen til fiy.,x .5 er

V(fivsz.03) = V(Bo) + (—10)* - V(B1) + 307 - V(5a)
+2- (~10)Cov(o, B1) + 2 - 30 - Cov(Bo, B2) + 2 - (—10) - 30 - Cov (B, Ba)
= 52 {cop + 100 - ¢11 + 900 - e20 — 20 - o1 + 60 - cog — 600 - ¢12}
= 0.0521% {0.1460 + 100 - 0.00483 -+ 900 - 0.000138 — 20 - 0.0212 + 60 - 0.00313 — 600 - 0.000612}
= 0.0004066

Et estimat for standardfeilen er dermed

~

V(v 2t.03) = V0.0004066 = 0.0202

S5 =
“Y-wf,x;



Et et 95% konfidensintervall for Hy.ot o5 €T gitt ved

ﬁYmT,z; :l: t0025,17 : Sﬁy'x;f’m;
Av tabellen forst i oppgavesettet har vi at £ 925,17 = 2.110. Vi far dermed konfidensintervallet
0.830 £ 2.110 - 0.0202

dvs. fra 0.787 ppm til 0.873 ppm.



