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Oppgave 1

I denne oppgaven skal vi betrakte mal for palitelighetsmessig betyd-
ning. La (C,¢) veere et binsgert monotont system med komponentmeng-
de C = {1,...,n} og strukturfunksjon ¢. Birnbaum-malet for den
palitelighetsmessige betydningen av komponent ¢ € C pa tid ¢t > 0 defi-
neres da som:

Ig) (t) = P(Komponent i er kritisk for systemet pa tid t)

P(op(1:X (1)) — ¢(0: X(t)) = 1)
E[p(1; X (t)) — ¢(0: X (2))],

der X (t) = (X1(t),...,Xn(t)) betegner vektoren av komponenttilstands-
variable pa tid ¢ > 0. Vi antar at P(X;(¢t) = 1) = p;i(¢), i = 1,...,n, og
lar p(t) = (p1(t),...,pn(t)) betegne vektoren av komponentpaliteligheter
pa tid ¢ > 0. Vi lar h(t) = P(¢(X(¢)) = 1) = E[¢(X (t)] betegne syste-
mets palitelighet pa tidspunkt ¢t > 0. Dersom X (t),..., X, () er stokastisk
uavhengige, kan vi skrive h(t) = h(p(t)).

(a) La Tg betegne levetiden til systemet, og la T; betegne levetiden til
komponent i, ¢ = 1,...n. Forklar kort at for ¢t > 0 sa er Tg > t hvis og
bare hvis ¢(X (t)) = 1, og bruk dette til a vise at:

It =P(Ts > t|T; > t) —P(Ts > t|T; < t), t>0, i=1,...,n.

(b) Anta at Xi(t),...,X,(t) er stokastisk uavhengige. Vis at vi da har:

Ig>(t):M t>0, i=1,...,n.

api(t) =

(Fortsettes pa side 2.)
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Vi innfgrer na Birnbaum-malet for den simultane palitelighetsmessige
betydningen av komponentene ¢, j € C' pa tid ¢ > 0 definert ved:

197(8) = Elg(1, 15, X (1)) — (15,0, X (1))
— (01, 1;X (1)) + 6(0;,0,X (¢))].

(c) Forklar kort at dersom Ig’j )(t) > 0, sa medfgrer dette at:

Elo(1i, 15, X (1)) — ¢(0;, 1; X (t))] > E[¢(1:,0; X () — ¢(0:,0; X ()],
El¢(1i, 15, X (1)) — ¢(15, 0, X (t))] > E[¢(0;,1; X () — ¢(0:,0; X (£))],

mens de motsatte ulikhetene holder dersom Ig’j )(t) < 0. Benytt dette til a
gi en praktisk fortolkning av fortegnet til IE’J )(t).

(d) Vis at vi for 7,5 € C og t > 0 har:
189ty = P(Tg > T3 > t,Tj > t) — P(Ts > t|T, > t,T; < t)
—P(Ts > |T, < t,Tj > t) + P(Ts > t|T, < t,Tj < t).
(e) Anta at X (t),...,X,(t) er stokastisk uavhengige. Vis at vi da har:

ig) e O*h(p(t))
IB](t)_Opi(t)apj(t)’ =

(f) Anta fortsatt at X1(t),..., X, (t) er stokastisk uavhengige, og la i,j € C
og t > 0. Anta videre at 0 < p;(t) < 1 for alle i € C og at n > 3. Vis at
Ig’])(t) > 0 dersom (C, ¢) er et seriesystem, og at Il(;’])(t) < 0 dersom (C, ¢)
er et parallellsystem. Gi en kort kommentar til dette resultatet.

Oppgave 2
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Vi skal i denne oppgaven se pa et bingert monotont system (C, ¢). Sys-
temet er vist i blokkdiagrammet i figuren over. Systemets komponentmeng-
de er C = {1,2,3,4}. Vi lar X = (X1, X2, X3, X4) betegne vektoren av

(Fortsettes pa side 3.)
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komponenttilstandsvariable og antar i hele oppgaven at X, Xo, X3, Xy er
stokastisk uavhengige. Videre lar vi p = (p1,p2,ps3,ps) betegne vektoren
av komponentpaliteligheter der p; = P(X; = 1), i = 1,2,3,4. Vi antar at
O<pi<l,t=1,2,3,4.

(a) Finn de minimale sti- og kuttmengdene til (C, ¢).
(b) Vis at systemets strukturfunksjon kan skrives som:
H(X) = Xyu[X1Xo + X1 X3 4+ Xo X3 — 2X1 X0 X3]
—+ (1 — X4)[X1X2 —+ X1X3 — X1X2X3],
og benytt dette til a finne systemets palitelighet, h(p) = E[p(X)].
Du kan benytte at Birnbaum-malet for den palitelighetsmessige
betydningen til komponent i € C er gitt ved:

[0 =20P) 5,

Op;

og at Birnbaum-malet for den simultane palitelighetsmessige betydningen
til komponentene 7,5 € C' er gitt ved:

6) _ O°h(p)

Qi =1,2,3,4.
B Op;Op; J
(c) Vis at:
S
B pb2p3 — P1P2pP3-
(d) Vis at:

9% <0, 0g 1% >0, =23

Gi en kort kommentar til disse resultatene.

Oppgave 3

Dersom Xi, Xs,... er en uendelig sekvens av uavhengig, identisk fordelte
stokastiske variable der E[X;] = 1 < oo, kan det vises at:

der X, = (X1 +---X,)/n,n=1,2,....

La {S(t)} vaere en stokastisk prosess der S(t) betegner tilstanden til
prosessen pa tid ¢ > 0. Vi sier at {S(t)} er en hoppeprosess dersom S(t) kan
uttrykkes pa formen:

S(t) = S(0) + iI(Tj <t)J;,  t>0,
j=1

der 0 =Ty < T1 < Tb < --- er en sekvens av stokastiske tidspunkter, og
J1,Ja, ... er en sekvens av stokastiske hopp.

(Fortsettes pa side 4.)
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Vi innfgrer:

N(t) = ZI(TJ < t) = Antall hopp i [0, t].
7=1

Prosessen {S(t)} sies a vaere reguler dersom P(N(t) < oo) = 1 for alle
t > 0.
Vi lar sa Aj :Tj_jjj—hj: 1,2,....

(a) Vis at dersom fglgen {A;} inneholder en uendelig delfglge, {Ay;}, av
uavhengige, identisk fordelte stokastiske variable slik at E[Ay;] = d > 0, sa
er {S(t)} reguleer.

(b) Forklar hvorfor regularitet er viktig i forbindelse med simulering av
hoppeprosesser.



