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Tillatte hjelpemidler: Hver student har lov til å ta med seg ett tosidig A4-

ark med valgfri tekst, håndskrevet eller trykt, og

godkjent kalkulator. Dessuten er det gruppelærere

tilstede under hele prøveeksamen. Det er lov til å

spørre om hjelp, men prøv deg alene først.

Oppgavesettet er på 1 side.

Oppgave 1

a) [8 poeng] Finn alle de antideriverte til funksjonen f(x) = (2x + 1)ex2+x.

Løsning: Vi antideriverer f(x) ved å bruke substitusjon,

u = x2 + x, du = (2x + 1)dx.

∫

f(x)dx =

∫

(2x + 1)ex2+xdx

=

∫

eudu

= eu + C, C ∈ R

= ex2+x + C, C ∈ R.

b) [10 poeng] En første ordens differensiallikning er gitt ved y′ + (x + 1)y = (2x + 1)e
1

2
x2

. Vi
er ute etter den spesielle løsningen til differensiallikningen som tilfredsstiller initialbetingelsen
y(0) = 2.

Løsning: Vi finner integrerende faktor:

f(x) = x + 1, F (x) =
1

2
x2 + x, eF (x) = e

1

2
x2+x.

Løser deretter likningen ved å gange med integrerende faktor, trekke sammen venstre side av



likningen og integrere. Bruker svaret fra a).

e
1

2
x2+x(y′ + (x + 1)y) = (2x + 1)e

1

2
x2

e
1

2
x2+x

(e
1

2
x2+xy)′ = (2x + 1)e

1

2
x2+ 1

2
x2+x

(e
1

2
x2+xy)′ = (2x + 1)ex2+x

e
1

2
x2+xy =

∫

(2x + 1)ex2+xdx + C, C ∈ R,

e
1

2
x2+xy = ex2+x + C, C ∈ R,

y =
ex2+x + C

e
1

2
x2+x

, C ∈ R,

y = ex2+x−( 1

2
x2+x) + Ce−( 1

2
x2+x), C ∈ R,

y(x) = e
1

2
x2

+ Ce−( 1

2
x2+x), C ∈ R.

Vi bruker så initialbetingelsen for å finne den spesielle løsningen.

y(0) = 2 = e
1

2
02

+ Ce−( 1

2
02+0)

2 = 1 + C

C = 1

Vi har altså løsning

y(x) = e
1

2
x2

+ e−( 1

2
x2+x)

Oppgave 2 En andre ordens differensiallikning er gitt ved

y′′ + 2y′ + 10y = 0

a) [8 poeng] Finn den generelle løsningen til denne differensiallikningen.

Løsning: Vi finner den karakteristiske likningen til difflikningen,

r2 + 2r + 10 = 0.

Vi får to komplekse røtter,
r = −1 + 3i r̄ = −1 − 3i.

Setter deretter inn i løsningsformel for difflikninger,

y(x) = e−x(C cos(3x) + D sin(3x)), C,D ∈ R.

b) [10 poeng] Anta at vi har y(0) = −1
2 og y′(0) = 1−3

√
3

2 . Finn den spesielle løsningen av
differensiallikningen som tilfredsstiller disse initialbetingelsene.

Løsning: Bruker initialbetingelsene for å bestemme C og D.

y(0) = −1

2
= e−0(C cos(3 · 0) + D sin(3 · 0))

−1

2
= C.

2



Vi deriverer uttrykket vårt,

y′(x) = −e−x(C cos(3x) + D sin(3x)) + e−x(−3C sin(3x) + 3D cos(3x)).

Bruker vi neste initialbetingelse, får vi

y′(0) =
1 − 3

√
3

2
= −e−0(C cos(3 · 0) + D sin(3 · 0)) + e−0(−3C sin(3 · 0) + 3D cos(3 · 0))

1 − 3
√

3

2
= −C + 3D

1 − 3
√

3

2
=

1

2
+ 3D

−3
√

3

2
= 3D

D = −
√

3

2
.

Altså får vi spesiell løsning

y(x) = e−x

(

−1

2
cos(3x) −

√
3

2
sin(3x)

)

.

Oppgave 3 En andre ordens inhomogen differenslikning er gitt ved

xn+2 − 2xn+1 + 4xn = 3n

a) [10 poeng] Finn den generelle løsningen til denne differenslikningen og skriv den på reell form.

Løsning: Siden likningen er inhomogen, vet vi at løsningen er på formen

xn = xh
n + xs

n,

der xh
n er den generelle løsningen av den assosierte homogene likningen, og xs

n er en spesiell
løsning som er et polynom.

For å finne xh
n, finner vi først den karakteristiske likningen til differenslikningen,

r2 + 2r + 10 = 0.

Vi får to komplekse røtter,
r = 1 +

√
3i, r̄ = 1 −

√
3i.

For å finne reell form, må vi skrive r på eksponentialform før vi bruker løsningsformelen,

ρ =

√

12 + (
√

3)2

= 2

φ :

{

cos φ = 1
2

sin φ =
√

3
2

}

φ =
π

3
.
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Vi får da ved løsningsformelen,

xh
n = 2n

(

C cos(
π

3
n) + C sin(

π

3
n)
)

Videre gjetter vi xs
n = An + B og setter det inn i likningen.

A(n + 2) + B − 2(A(n + 1) + B) + 4(An + B) = 3n

An + 2A + B − 2An − 2A − 2B + 4An + 4B = 3n

3An + 3B = 3n

Dette gir 3A = 3, det vil si A = 1, og 3B = 0, det vil si B = 0.

Totalt har vi da
xs

n = n.

Den generelle løsningen av differenslikningen er altså

xn = 2n
(

C cos(
π

3
n) + D sin(

π

3
n)
)

+ n, C,D ∈ R.

b) [6 poeng] Gitt x0 = 1, vis ved utregning at x21 = 21 − 221.

Løsning: Bruker initialbetingelsen,

x0 = 1 = 20
(

C cos(
π

3
0) + D sin(

π

3
0)
)

+ 0

1 = C.

Vi har altså
xn = 2n

(

cos(
π

3
n) + D sin(

π

3
n)
)

+ n, D ∈ R.

Og selv om vi ikke har bestemt D, kan vi allikevel regne ut x21,

x21 = 221
(

cos(
π

3
· 21) + D sin(

π

3
· 21)

)

+ 21

x21 = 221 (cos(7π) + D sin(7π)) + 21

x21 = 221 (cos(3 · 2π + π) + D sin(3 · 2π + π)) + 21

x21 = 221 (cos(π) + D sin(π)) + 21

x21 = 221 (−1 + D · 0) + 21

x21 = 21 − 221.
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Oppgave 4

a) [8 poeng] Beregn
∫

dy
y2−y

.

Løsning:
1

y2 − y
=

1

y(y − 1)
=

A

y
+

B

y − 1

Vi får ligningen
1 = A(y − 1) + By = (A + B)y − A

som gir A = −1 og B = 1. Vi har derfor

∫

dy

y2 − y
=

∫

(
1

y − 1
− 1

y
)dy = ln|y − 1| − ln|y| + C = ln|y − 1

y
| + C = ln|1 − 1

y
| + C

b) [7 poeng] Finn en funksjon y(t) slik at y′ = 2(y2 − y) og y(0) = 2. (I regningen kan du anta
at y > 1.)

Løsning:

dy

dt
= 2(y2 − y)

dy

y2 − y
= 2dt

Vi integrerer hver side og setter disse lik hverandre :

∫

dy

y2 − y
= ln|1 − 1

y
| = ln(1 − 1

y
)

∫

2dt = 2t + C

ln(1 − 1

y
) = 2t + C

1 − 1

y
= eCe2t = Ce2t

y(0) = 2 gir 1 − 1
2 = C, dvs C = 1

2 . Dette gir

1 − 1

y
=

1

2
e2t

1

y
= 1 − 1

2
e2t

y =
1

1 − 1
2e2t

SLUTT
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