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Oppgave 1.

La (X, X, u) veere et malrom og sett

C={ECX|ENnFeX foralle Fe X med u(F) < +oo}.

a) Vis at C er en o-algebra.
(X, X, ) kalles et mettet malrom hvis X = C.

Vis at et o-endelig malrom er mettet.

b) Definer i : C — RU {+o0} ved i(E) = u(F) hvis E € X og u(E) =
+o00 hvis £ ¢ X.

Vis at (X, C, ) alltid er et mettet malrom.

(Fortsettes side 2.)
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Oppgave 2.

a)

La (X, X) veere et malbart rom og la v og p veere to mal pa X.

Forklar hva det betyr at v er absolutt kontinuerlig med hensyn pa pu
(notasjon: v << p).

Forklar hva det betyr at v og p er innbyrdes singulaere (notasjon: v_Lp).

La N veere de positive hele tall og la X veere o-algebraen av delmengder
av N. La
J={2n|n e N}.

La p veere tellemalet pa X (dvs. u(E) er antall elementer i £ hvis £
er endelig og p(FE) = +oo hvis E ikke er endelig). La v veere malet
definert pa X gitt ved

v(E) = 3 %

neENJ

Avgjor om v << p eller om p << v (du ma begrunne svaret). I de
eventuelle tilfeller der et av malene er absolutt kontinuerlig med hensyn
pa det andre, finn ogsa det fgrste malets Radon-Nikodym derivert med
hensyn pa det andre.

Hva sier Lebesgues dekomposisjons teorem ?

Angi en Lebesgues dekomposisjon av g med hensyn pa v (u og v som
i pkt. a)).

Oppgave 3.

I denne oppgaven er B o-algebraen av Borelmengder pa forskjellige inter-
valler I C R og A er Lebesguemalet pa B.

a)

Betrakt malrommet ((0,1), B, A). La f,, : (0,1) — R vaere gitt ved
folz) = (sinz™)z™".

Finn lim [ f,d\.

n—-+00

(Hvis du trenger det i din argumentasjon, kan du bruke uten a bevise
det at #2¢ er en avtakende funksjon pa (0,1).)

(Fortsettes side 3.)



Eksamen i MAT3300/4300/9300, Mandag 4. desember 2006. Side 3

Betrakt malrommet ([—3,1], B, \). La g, : [—3,1] — R veere gitt ved

(sinaz™)z~"t1  for x # 0
gn(2) =
1 for x = 0.

Finn lim [ g,d\.

n—-4o00

b) Betrakt malrommet ([1, +00), B, A). La f, : [1, +00) — R veere gitt
ved n
fo(z) = —= .
nrs +1
Vis at f, € L, for 3 < p < +00. Avgjer om (f,);> er en konvergent
folge i L, og finn i sa fall grensen til denne fplgen (fortsatt 3 < p < +00).
¢) La (X, X) veere et malbart rom og la v veere et fortegnsmal (engelsk:
charge) pa X. Forklar hva en Hahn-dekomposisjon av X med hensyn
pa v er.
Betrakt malrommet ([0, +00), B,\). La f : [0, +00) — R veere gitt
ved
f(z) = (sinz)e ™.
Da er f integrabel og v(E) = [, fdX vil definere et fortegnsmal v pa
B (det er ikke meningen du skal vise dette).
Angi en Hahn-dekomposisjon av [0, +00) med hensyn pa v.
Oppgave 4.

I denne oppgaven kan du bruke uten bevis at om p; og us er to o-endelige
mal pa en o-algebra med p; << ps og f er en ikke negativ malbar funksjon,

saer [ fdu :fffﬁdm.

a)

La (X, X, u) og (Y,Y,v) veere to o-endelige malrom. La Z = X x Y
og la Z veere o-algebraen generert av rektangler A x B der A € X
og B €Y. Lam = pu x v vaere produktmalet av 1 og v pa Z. La
f: X —=Rogg:Y — R vere to ikke negative, henholdsvis X og Y
malbare og henholdsvis y og v integrable funksjoner. Definer mal fi og
vpaXogY ved

i(B) = [ fdu og o(F) = [ gav

(Fortsettes side 4.)
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La 7 = ji X U veere produktmalet pa Z av disse malene. La F': 7 — R
veere definert ved F(x,y) = f(z)g(y). Vis at

#G) = / Fdr,
G
for alle G € Z.

La (X, X,pu) og f: X — R veere som i pkt. a), men la na
(Y)Y ,v) = ([0,+0c0), B, \) (notasjon som i Oppgave 3).
Vis at:

[ Pan=2 tulal) = an
X [0,4-00)

(Hint: Du kan her bruke, uten bevis, at funksjonen H(x,t) = 2t (X[o,(x) (1))
er Z-malbar og sa integrere H over Z med hensyn pa 7.)

SLUTT



