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Alle deloppgaver (1la, 1b, 2a, 2b, 3 osv.) teller 10 poeng.

Oppgave 1

I denne oppgaven er X en uendelig mengde. En delmengde A av X kalles
ko-tellbar dersom komplementet A° = X \ A er tellbart. La

A={a CX : Aer enten tellbar eller ko-tellbar}

veere samling av alle tellbare og ko-tellbare delmengder av X (vi regner en-
delige mengder, inkludert (), som tellbare).

a) Vis at A er en o-algebra.

Definer p: A — R ved

n(A) =

{ n  hvis A er en endelig mengde med n elementer

oo hvis A er en uendelig mengde

b) Vis at p er et mal.

Oppgave 2

I denne oppgaven er (X, A, p) et malrom, f : X — R en ikke-negativ,
integrerbar funksjon, og v er malet pa (X, A) gitt ved

o) = [ s

/ngZ/gfdu

for alle ikke-negative, enkle funksjoner g.

a) Vis at

(Fortsettes pa side 2.)
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/ng=/gfdu

for alle ikke-negative, méalbare funksjoner g.

b) Vis at

Oppgave 3

I denne oppgaven er m Lebesgue-malet pa R, mens p er telleméalet pa N (dvs.
w({n}) =1 for alle n € N). La v = m X p veere produktmalet og la

fRxN—=R
veere gitt ved
1
f(wvn)—m

Regn ut [ fdv. Du kan anta uten bevis at f er v-mélbar. Husk at
J ﬁ du = arctanu + C.

Oppgave 4
I denne oppgaven er (X, A, 1) et endelig malrom (dvs. at u(X) < oo) og alle

funksjoner er malbare funksjoner fra X til R = RU{(—00,o0)}. Vi benytter
den forkortede skrivematen

{f>M}={zeX : f(z)> M}

a) Anta at f er ikke-negativ. Vis at f er integrerbar hvis og bare hvis det
finnes et tall M € R slik at

/ fdp < oo
{f>M}

b) Anta at f er ikke-negativ og integrerbar. Vis at

lim fdu=0
M=0o J{f>n}

c) Anta at {f,} er en folge av ikke-negative, integrerbare funksjoner som
konvergerer punktvis til f. La M € R. Vis at

liminf 147 5 ary fa(®) 2 Liponry f(2)

d) La {f,}, f og M veere som ovenfor. Vis at dersom

[ h@de<a
{fn>M}

for alle n, sé er

/ f(@)dp <
{f>M}

(Fortsettes pa side 3.)
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En folge { f,} av ikke-negative funksjoner kalles uniformt integrerbar dersom

lim sup/ fndu ] =0
M—oo \ neN J{f,>M}

(det kan veere nyttig & sammenligne med punkt b)).

e) Anta at {f,} er en uniformt integrerbar fglge av ikke-negative
funksjoner som konvergerer punktvis til f. Vis at f er integrerbar.

f) La {f.} og f veere som i punkt e). Vis at {f,} konvergerer mot f i
L'-norm, dvs. at

1 = Fallagn = / f— fuldi— 0 marn— oo
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