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Kontroller at oppgavesettet er komplett før
du begynner å besvare spørsmålene.

Bemerk: alle svar m̊a begrunnes!

Oppgave 1

(20 poeng) La L2([−π, π]) være Hilbertrommet av ekvivalens klasser av
kvadratisk integrable funksjoner p̊a [−π, π] med hensyn til Lebesguem̊alet og
med indre produkt gitt ved 〈f, g〉 =

∫ π
−π f(x)g(x)dx for f, g ∈ L2([−π, π]).

Det antas som kjent at funksjonene en(x) = 1√
2π
einx for n ∈ Z danner en

ortonormal basis av L2([−π, π]).
Bestem Fourierrekken til funksjonen

f(x) =

{
−1 hvis − π < x < 0

0 hvis 0 ≤ x < π.

Angi svaret ved hjelp av trigonometriske funksjoner. Du kan bruke at
sin t = 1

2i
(eit − e−it) gjelder for alle t ∈ R.

Oppgave 2

La κ(x, y) = 1
3
−xy være definert p̊a [0, 1]× [0, 1]. La H være Hilbertrommet

L2([0, 1]) av ekvivalens klasser av kvadratisk integrable funksjoner p̊a [0, 1]
med hensyn til Lebesguemålet og med indre produkt gitt ved 〈f, g〉 =∫ 1

0
f(x)g(x)dx for f, g ∈ L2([0, 1]). La K være den kompakte kompakte selv-

adjungerte operatoren p̊a H gitt ved

(Kf)(x) =

∫ 1

0

κ(x, y)f(y)dy.

2a

(10 poeng) Finn egenverdiene og tilhørende egenvektorer til K.

(Fortsettes p̊a side 2.)
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2b

(10 poeng) Formuler Fredholm-alternativet for en kompakt operator p̊a et
Hilbertrom. For operatoren K fra punkt 2a avgjør for hvilke elementer g ∈ H
det finns en entydig løsning til likningen f = Kf + g.

Oppgave 3

La L2([0, 1]) være Hilbertrommet av ekvivalens klasser av kvadratisk
integrable funksjoner p̊a [0, 1] med hensyn til Lebesguemålet og med indre

produkt gitt ved 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx for f, g ∈ L2([0, 1]). Det antas som

kjent at C2([0, 1]) ⊂ L2([0, 1]).

3a

(10 poeng) La q : [0, 1] → [0,∞) være en kontinuerlig funksjon og la
Lu = −u′′

+ qu være Sturm-Liouville operatoren p̊a et domene D(L) ⊂
C2([0, 1]). Det antas som kjent at L kun har reelle egenverdier. Anta at
u(1)u′(1)− u(0)u′(0) ≤ 0 for alle u ∈ D(L) som oppfyller Lu = αu. Vis at

α

∫ 1

0

u2(x)dx ≥
∫ 1

0

q(x)u2(x)dx+

∫ 1

0

(u′(x))2dx.

Konkluder da at alle egenverdiene til L er positive eller like null.

3b

(20 poeng) La L være gitt ved Lu = −u′′
p̊a D(L) = {u ∈ C2([0, 1]) : u′(0) =

0, u′(1) = 0}. Finn egenverdiene og tilhørende normaliserte egenvektorer til
L.

Oppgave 4

La (X,Σ, µ) være et målrom og la λ være Lebesguem̊alet p̊a σ-algebraen B
av Borel delmengder av R. La 1 ≤ p <∞. N̊ar det trenges antas 0 · ∞ = 0.

4a

(5 poeng) La g : (0,∞) → R være funksjonen g(t) = tp−1. Vis at∫
(0,a]

gdλ = 1
p
ap for ethvert a > 0.

La f : X → [0,∞] være en målbar funksjon. Definer en funksjon
φf : (0,∞)→ [0,∞] ved φf (t) = µ({x ∈ X : f(x) > t}).

4b

(5 poeng) Anta at f er p̊a formen f = aχA hvor a ≥ 0 og A ∈ Σ. Vis at
φf = µ(A)χ(0,a) og at apµ(A) = p

∫
(0,∞)

gφfdλ.

(Fortsettes p̊a side 3.)
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4c

(10 poeng) Anta at f er p̊a formen f =
∑m

j=1 fj hvor fj = ajχAj
der aj ≥ 0

og Aj ∈ Σ for alle j = 1, . . . ,m og slik at Aj ∩ Ak = ∅ n̊ar j 6= k (s̊a f er en
enkel, målbar, ikke-negativ funksjon p̊a standard form). Vis at φf er Borel
målbar og at ∫

X

fpdµ = p

∫
(0,∞)

gφfdλ. (1)

Vink: vis at φf =
∑m

j=1 φfj .

4d

(10 poeng) For vilk̊arlig målbar f : X → [0,∞] vis at φf er Borel målbar og
at likheden (1) er oppfyldt.

SLUTT.


