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Oppgave 1

(a) Hva sier Hahn-Banach teoremet for reelle vektorrom? Gjengi hovedtrek-
kene i beviset av teoremet.
(b) Gi to anvendelser av Hahn-Banach teoremet. Inkluder bevis for én av
anvendelsene.

Oppgave 2

(a) La µ og ν være to mål definert på et målbart rom (X,Σ). Hva vil det si
at µ ⊥ ν ? Gi et eksempel der µ ⊥ ν og µ 6= 0, ν 6= 0.
(b) Anta at µ og ν er σ-endelige mål på (X,Σ). Hva mener vi med Lebesgue
dekomposisjonen av ν med hensyn på µ ?
La F : R→ R være den voksende, høyre kontinuerlige funksjonen gitt ved

(1) F (x) =

 2− 1

x
, x ≥ 1

0, x < 1

og la µF være det tilordnete Borelmålet med F som fordelingsfunksjon
(distribusjonsfunksjon).
Bestem Lebesgue dekomposisjonen til µF mhp. Lebesguemålet λ.
(c) Vis at ∫

g dµF = g(1) +

∫
[1,+∞)

g(x)

x2
dλ(x)

for alle ikkenegative Borelmålbare funksjoner g på R. Her er F og µF som i
oppgave (b).

(Fortsettes på side 2.)
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Oppgave 3

La (X,Σ, µ) være et målrom med µ(X) <∞, og la ∅ 6= M ⊆ Σ. (M behøver
ikke å være tellbar.) Vi antar at M er lukket under tellbare unioner,

En ∈M, n = 1, 2, 3, ... =⇒
∞⋃
n=1

En ∈M,

og definerer
ν(A) = sup

E∈M
µ(A ∩ E), for alle A ∈ Σ.

(a) Vis at ν er et mål på Σ.
(b) Vis at det fins en målbar funksjon g på X slik at 0 ≤ g ≤ 1 og

ν(A) =

∫
A
g dµ, for alle A ∈ Σ

Oppgave 4

(a) Hva sier prinsippet om uniform begrensethet for Banachrom?
(b) La X og Y være to Banachrom, og anta at B : X × Y → C er en
bilineær avbildning som er (separat) kontinuerlig i hver variabel. Vis at

B(xn, yn) −→
n→∞

0

hvis xn −→
n→∞

0 i X og yn −→
n→∞

0 i Y .
Vink:
Betrakt lineæravbildninger Tn : Y → C, der Tn(y) = B(xn, y), n ∈ N.
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