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Oppgave 1.

En elastisk streng har lengde ` og er fastspent i endepunktene. Tettheten
(masse per lengde) er ρ og strekk-kraften i strengen σ. Dersom η betegner
et lite utslag fra likevekt vil kinetisk og potensiell energi, per lengde, være
gitt ved
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ρ
(∂η
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2
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,

der x måler lengden langs strengen. Hamiltons prinsipp kan n̊a skrives

δ

t1∫
0

`∫
0

(T − V )dxdt = 0 (1)

Finn Euler-Lagrangeslikningene. En skal ikke sette inn i generell formel, men
starte fra (1) og g̊a igjennom stegene i utledningen for dette spesielle tilfellet.

(Fortsettes side 2.)
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Oppgave 2.

Vi har gitt likningsettet

ε

(
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx

)
− q(x)y = 0, y(0) = y(1) = 1, (2)

der p og q er analytiske funksjoner (har Taylorekker) og er positive i inter-
vallet 0 ≤ x ≤ 1. Vi antar at parameteren ε er liten.

a) Finn en løsning av (2) ved grensesjiktsteori for ε→ 0.

b) Vi bryter n̊a med forutsetningene ovenfor og antar at q < 0 i intervallet
0 ≤ x ≤ 1. Forklar hvorfor grensesjiktsteori ikke kan brukes i dette
tilfellet.

Oppgave 3.

Vi fortsetter med likningssettet fra oppgave 2b). Definerer vi q ≡ −r2 og
endrer randbetingelsene f̊ar vi problemet

ε

(
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx

)
+ r2(x)y = 0, y(0) = 1,

dy(0)

dx
= 0, (3)

der p og r er positive i intervallet 0 ≤ x ≤ 1.

a) Reskaler (3) slik at vi f̊ar likningen

d2y

dz2
+ µ p(µz)

dy

dz
+ r2(µz)y = 0, y(0) = 1,

dy(0)

dz
= 0, (4)

der µ er en liten parameter.

b) N̊a setter vi r = r0 =konstant. Finn den ledende orden av løsningen til
(4) ved en flerskalautvikling.

c) Vi g̊ar tilbake til tilfellet med variabel r. Hvorfor bryter en direkte
flerskalautvikling sammen? Finn løsningen til ledende orden med en
modifisert utvikling.

(Fortsettes side 3.)
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Formeltillegg

Her er noen formler som kan komme til nytte.

Trigonometriske identiteter

cos3 θ =
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4
cos 3θ (5)
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4
sin 3θ (6)
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4
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eiθ = cos θ + i sin θ (9)

sin θ = θ − 1
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Partikulærløsninger

Likning:
yt + ω2y = F (t) (12)

der ω er en konstant. Utvalgte partikulærløsninger:

F (t) Part. løsning
cos σt, σ 6= ±ω (ω2 − σ2)−1 cos σt

sin σt, σ 6= ±ω (ω2 − σ2)−1 sin σt

cos ωt 1
2ω

t sin ωt

sin ωt - 1
2ω

t cos ωt
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