Sensorveiledning

Hgst 2021

Generelle merknader

e Forstaelse og rett fremgangsmate er avgjgrende for poenggivingen.

e Mindre regnefeil gir mindre (men ikke store) poengfratrekk.

e All riktig fremgangsmate bgr gi uttelling, ogsa dersom det er gjort feil lenger
ned i samme oppgave.

e Det skal ikke gis trekk for fglgefeil. Det kan likevel gis noe trekk dersom
feilen gjgr videre utregning betydelig lettere.

e Dersom oppgaven ber om begrunnelse for et resultat, md utregning/redegjorelse
vises for uttelling.

e Det stilles ikke strenge krav til formen svaret gis pa, men apenbar forenkling
skal gjgres for full uttelling. Der det i sensorveiledningen oppgis flere former
er det for a lettere kunne gjenkjenne ulike, men korrekte besvarelser. Det er
som hovedregel ikke ngdvendig a skrive det pa den siste av disse formene for
full uttelling.

e Oppgavenes poeng skal fordeles likt mellom hver deloppgave.



Oppgave 1 (av 6) (20 av 100 poeng)
Finn de forsteordens deriverte til fglgende funksjoner med hensyn pa alle argu-
menter.

c) x(p,q) = ;5%, der u = p® og v = ¢> — p, og m er en konstant

d) F(z,y) = #, der b(z,y) er en generell (ukjent) funksjon av = og y.

Svar:

a) f/(m)zﬁlx—%—%:p*% :4354_21W

b) ¢'(z) = —z~4e3 + 2733 = g3 (1 — g7 1) = e (z-1)

x4

¢) Denne kan lgses enten ved bruk av kjerneregelen (totalderivasjon) eller innset-
ting. Lgsningen blir

dx(p.q) _ m(2p—1)
dp (P* —p+q°)?
de(p,q) _ _ 2mg
dq (P —p+¢?)?

d) Produktregel (evt. ogsa kvotientregel) pluss kjerneregel:

1+ zbtl(z,y)

1 T, T, o9
Fy(z,y) = geb“’”) - zb;(g:, y)et@y) = : (Hy)
Filo ) = — oo 4 Dy o) - WHEY ~T 4y
y\hlY) = y2€ yQ y\ T Y)€e = y2 e




Oppgave 2 (av 6) (20 av 100 poeng)
Sant eller usant? Begrunn svaret ditt.

a) Den forstederiverte til en stigende funksjon f(z) er selv en stigende funksjon.

b) Den linezre approksimasjonen til Y (K, L) = AK*L'~® rundt (Ko, Ly) =
(1,1) er gitt ved
Y(K,L)~aAK + (1 —a)AL

¢) f(x) = 2* — 3 har et minimumspunkt nir z = 0.

d) f(x) = \/x har hverken et globalt minimumspunkt eller et globalt maksim-
umspunkt. (Hint: Sjekk definisjonsomréadet til funksjonen.)

Svar:

a) Usant.
Studentene kan enten komme med et eksempel pa det motsatte (enhver
kontinuerlig deriverbar stigende og konkav funksjon), eller forklare dette
generelt: f'(z) > 0 nar funksjonen er stigende. For at den deriverte skal
vaere stigende ma f”(x) > 0. Det holder hvis funksjonen er konveks. Funks-
jonen kan vaere bade stigende (f'(z) > 0) og konkav (f”(z) < 0) pa samme
tid, dermed er pastanden usann.

b) Sant.
Formelen for linezer approksimasjon av f(z,y) rundt (zg,y) er gitt ved

f@,y) = f(xo,y0) + fr(xo,y0)(x — 20) + fg;(fll’m Y0)(Y — Yo)

Det gir
Y(1,1)=A
Yi(K,L) = aAK* 'L} = ol
VI(K,L) = (1 - a)AKeL = = 1= _LO‘)Y
Yi(1,1) = aA
V(L) =(1-a)A
Y(K, L)y A+ aA(K — 1)+ (1 —a)A(L —1) = aAK + (1 — a)AL
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c)

Sant.
Her ma studentene fgrst vise at (0, f(0)) tilfredsstiller fgrsteordensbetin-
gelsen:

fl(r) =42 =0

Deretter kan de vise at det er et minimumspunkt pa flere mater (ikke-
uttgmmende liste):

i) De kan vise med forstederiverttesten at f/'(x) < Onarx < 0og f'(z) >0
nar x > 0, som impliserer at det er et maksimumspunkt

ii) De kan vise med andrederiverttesten at f”(z) = 122* > 0 for alle =,
slik at funksjonen er globalt konveks og dermed har et minimumspunkt.
Det gis ikke uttelling for dette steget til studenter som setter inn for 0
i den andrederiverte og finner f”(0) = 0, enten de konkluderer med at
pastanden er sann eller usann.

iii) Studentene kan ogséa tegne funksjonen og vise at den har et globalt
minimum.

Usant. f(x) har et globalt minimum i (0,0) (hjernelgsning).

fl(x) = ﬁ% > 0 nar x > 0. Fogrsteordensbetingelsen gir ingen stasjoneer-
punkt, og dermed ingen indre maksimums- eller minimumspunkter. Funks-
jonen er imidlertid ikke deriverbar nar x = 0. Det er tilstrekkelig for a vise
at x = 0 er en hjgrnelgsning at studentene poengterer at x = 0 er den fgrste
verdien i definisjonsmengden og at den deriverte er strengt positiv for alle
x-verdier storre enn 0. Andre fremgangsmater kan ogsa godkjennes, dersom

de viser at det er en hjgrnelgsning.

Det er ikke tilstrekkelig a sette inn for ulike x-verdier i funksjonen for a
vise at (0,0) er et globalt minimumspunkt. Det gis likevel noe uttelling til
studenter som forstar at de ma teste for hjornelgsninger, selv om de ikke
har riktig fremgangsmate. Studenter som finner punktet, men ikke kommer
videre, bgr ogsa fa uttelling for det.




Oppgave 3 (av 6) (10 av 100 poeng)

[ denne oppgaven skal du tegne en skisse av en funksjon f(z). Skissa trenger ikke
vaere ngyaktig, men all informasjon som er listet opp under skal kunne leses ut av
grafen.

Funksjonen karakteriseres pa fglgende mate:

e Funksjonen er definert i intervallet « € [—10, 10].
e Funksjonen har to stasjonzerpunkt — ett globalt maksimumspunkt nar z =
—2 og ett ytterligere stasjongerpunkt nar x = 5.
e Om f/(x) vet vi folgende:
— f'(z) > 0 nar x < —2.
— f'(x) <0 nar x > —2.

Svar: Mange ulike figurer kan godkjennes i denne oppgaven. De fleste vil ant-
akelig veere kontinuerlige, men det er ikke et krav. Det skal gis lik uttelling for
hvert element som omfattes av besvarelsen:

e Grafen skal tegnes innenfor definisjonsomradet, som skal markeres pa x-aksen

e © = —2 er et maksimumspunkt. Dette fremgar av tredje punkt, der fortegnet
pa den deriverte indikerer at forstederiverttesten for maksimum holder.

e © =5 er et sadelpunkt (terrassepunkt/vendepunkt) der den andrederiverte
bytter fortegn. Dette fremgar ogsa av tredje punkt — den deriverte bytter ikke
fortegn, selv om det er et stasjonzerpunkt. Ergo ma det vaere et vendepunkt.

Det er ikke forventet at studentene begrunner svaret sitt. Besvarelser som ikke
inneholder en fullverdig figur, men likevel viser med tekst/utregning at de har
forstatt implikasjonene av punktene over, ber fa noe (men ikke full) uttelling.

Oppgave 4 (av 6) (10 av 100 poeng)
Betrakt funksjonen h(z) = 2% der a(z) = In(x) + 1.

a) Bestem definisjonsomradet
b) Vis at h'(z) = 2Inx + 1)z"®
¢) Finn El h(z)



Svar:

a) a(x) er bare definert for x > 0. Dermed er definisjonsomradet til h(x)
z € (0,00).

b) Bruker logaritmisk derivasjon: In(h(x)) = a(z) In(x) slik at

~—

h(x , a(z)
o) a'(x)In(z) +

T

h/(I‘) _ hl(fE) +1 + III(LL’) :L,ln(x)—i-l
X x
— @) 2In(x) + 1]

¢) Formelen for elastisitering er Fl, f(x) = ﬁf’(r) Dermed har vi
El h(z) = ‘ B (z)
SE

T

= o @2he+ Da™* =2Inz +1
:I;Ilw

Oppgave 5 (av 6) (30 av 100 poeng)
a) Betrakt forst folgende nyttefunksjon:

U(zy, o) = In(x1) + In(zg)

Vis at stigningstallet til nivakurven zy(x1) er

b) Bestem om nivakurven fra oppgave a) er konveks eller konkav.



Heretter generaliserer vi nyttefunksjonen, slik at den tar fglgende form:

1 1
. x5 % der o € (0,1)

U(ﬂfl,l'g) = x%_U‘F

1—0o
Anta at konsumenten maksimerer nytte gitt en budsjettbetingelse. Det gir folgende
nyttemaksimeringsproblem (der o € (0,1)):

l1-0

1 1
max U(xy,29) = ——a; 7 + ry 7 gitt at  piap 4+ pazo =M
x1,T2 1—0 1—0

¢) Sett opp Lagrange-problemet og finn forsteordensbetingelsene.

d) Lgs forsteordensbetingelsene for & finne ettersporselen etter x; og x5 (dvs.
finn z7(p1, p2, m) og x5(p1,p2,m)). Du kan anta at stasjonzrpunktet er et

maksimumspunkt.
e) Bruk det generelle omhyllingsteoremet til & finne dU*éz?IQ)a dU*C(lz;,m) og
W, Du kan oppgi disse som funksjoner av z7, x5 og A.
Svar:

a) Definerer nivakurven
u = In(z1) + In(xs)

Definerer x5 = xo(21) og deriverer mhp. x; pa begge sider av likhetstegnet:

11, .

o + 1:2‘1'2(1/1) =u
__m

To(w1) = o

Alternativt kan oppgaven lgses eksplisitt, ved a lgse nivakurven for x5 og
derivere mhp. x1:

In(z129) = u
T1Tg = 67
el
To =
1
el
wy(T1) = ——

Ll )



Ved & sette inn for e = 25 gir det:

Ié(xl) = _ZL'LTQ = —ﬂ
l’% T

b) Tester ved bruk av den andrederiverte:

rh(x1)T] — T9
() = - T 22
L7
2x
==72>0
7
Noen studenter kan papeke at fortegnet er positivt allerede pa forste linje.

Det ma godkjennes, dersom de viser hvorfor.

Eventuelt, lgst eksplisitt:

212
xg(xl):% >0

Dermed er nivakurven konveks.

¢) L=2177+ L0y — XNp121 + pavy — m)

1—0o -0
FOB:

oL .

8_;C1 = .fEl — )\pl = O (1)

oL .

8_552 =Ty — )\pg =0 (2)
m = p1T1 + Paa (3)

d) Kombinerer (1) og (2):

xy 7 _n
257 D2



Setter inn i (3) og lgser for zy:

1
P 7
P1 <> To + Pay =M

P2

. m m

.’L’Q(pl,pg,m) = _1 = 1o
D1 <%) +p2 po <<§f) +1
_1

« P1 a m m m

'/L'] (p17p27”1/) - - - - 1—0o
b2

1 1 1o
D1 (%) +p2 P (%) +m D1 ((2;) + 1)

Her bgr det gis mye uttelling for alle riktige svar, selv om de ikke forkortes
fullstendig. Samtidig ber studenter som enten har lyktes med a forkorte eller
har innsett at problemet er symmetrisk fa uttelling for dette.

avr _ ..« dU* * avr __
e) Gr = —Ar}, T-=—Axjog G- =A

Oppgave 6 (av 6) (10 av 100 poeng)
Betrakt fglgende nyttemaksimeringsproblem! med én bibetingelse:

1 - 1—0o : -
${I’la):§n Uz, an) = l—o ;:1 L gitt at ;:1 piti =m
der o € (0,1).

a) Sett opp Lagrange-problemet og finn forsteordensbetingelsene. (Hint: Her
er det tilstrekkelig & finne én generell forsteordensbetingelse for z;.)

b) Anta at p; = p for alle 7. Finn ettersporselen etter alle z; (dvs. finn z}(p, m)
for i =1,...,n). Du kan anta at stasjonzrpunktet er et maksimumspunkt.

Hint: Hvis det er nyttig i utregningen din kan du benytte fglgende regneregler

1. Her har vi utvidet nyttemaksimeringsproblemet i forrige oppgave til et generelt tilfelle. I
forrige oppgave var n = 2.



for summer:
n n
Z ca; =c Z a; (4)
i=1 i=1
n

Zc:cn (5)

=1

Med ord: (4) innebzerer at konstantledd (som ikke avhenger av i) kan trekkes
utenfor summen. (5) innebacrer at en sum av konstantledd er konstantleddet
multiplisert med n .

Svar:

L=-5" 27— X\(X", pi; —m) gir FOB
or
al’i o
m = sz-:vi (7)
=1

Noen studenter kan skrive ut summen og finne fgrsteordensbetingelsene for n
variabler. Det bgr godkjennes. Det bgr vaere toleranse for upresis notasjon,
sa lenge det fremkommer at studentene har forstatt hva problemet innebaerer.

z; 7 = Api =0 (6)

Generelt bor det i oppgave 6 utvises forstaelse for at studentene ikke er drevne
i generell notasjon, og at det er evnen til & forsta notasjonen og maksimere
over n variabler som testes i denne oppgaven (ikke hvor effektiv studentenes
notasjon er).

FOB blir na:
oL B
81’@' -

m=p i x; (9)
i=1

(8) impliserer at xf = (Ap)” 2. Her kan studentene enten innse (og papeke)
at dette betyr at lgsningen ma bli symmetrisk:

z; 7 —Ap=0 (8)

1
o

m
T, = —
np

10



eller 1gse FOB for to vilkarlige i:

som gir samme konklusjon.
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