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1 Vekstrater og eksponensiell vekst

1.1 Vekstrater i diskret tid

Vekstraten til en stgrrelse Y angir hvor stor relativ endring denne stgrrelsen
far over tid. I de sammenhengene vi skal se pa vil det veere hensiktsmessig
a la tiden males i ar. Vi bruker symbolet ¢ for & angi tiden malt i ar fra et
gitt starttidspunkt. Med startar t = 0 for kalenderaret 1960 vil ¢ = 1 angi
kalenderaret 1961 og t = 45 kalenderaret 2005.

Typisk vil vi bare ha en observasjon av Y for hvert ar. Det er da hen-
siktsmessig a betrakte ¢ som en variabel som bare antar heltallsverdier (for
eksempel t = 1960, 1961, ...), det vil si at ¢ er en sakalt diskret variabel. Det
er vanlig & bruke notasjonen Y; for & betegne stgrrelsen Y malt pa tidspunkt
t.

La g; betegne vekstraten til Y i aret t. Denne er da gitt ved

Y-V

Y, (1)

Gt
det vil si som endring i lgpet av aret t relativt til nivaet pa Y ved inngangen
til aret t. Vi omtaler ofte vekstrater i prosent, men i matematisk formulering
er det som regel mer hensiktsmessig a male dem som andeler. (For eksempel
angis en vekstrate pa 3 % med 0.03). Det er viktig a huske at en vekstrate er
endringen relativ til nivaet. Derfor tilsvarer en vekstrate pa 0.03 en endring
pa 3 enheter nar Y = 100 og 30 enheter nar Y = 1000.

1.2 Vekstrater i kontinuerlig tid

I noen sammenhenger er det mer hensiktsmessig & betrakte tiden som en
kontinuerlig variabel, det vil si at ¢ er alle reelle tall ¢ > 0. Det er searlig
i teoretiske resonnementer det er mer hensiktmessig & bruke denne tilnaer-
mingen. Konvensjonen er at vi na bruker notasjonen Y (¢) i stedet for Y;.
Over definerte vi vekstraten over aret t. I kontinuerlig tid er det oftest
mer interessant a betrakte vekstraten pa akkurat tidspunkt ¢. I stedet for a



se pa endring i Y mellom tidspunkt ¢ og ¢t + 1 ser vi heller pa den deriverte
av Y (t) med hensyn pa tiden. Dette er selvsagt som om vi ser pa endringen
over en uendelig kort (infinitesimal) periode. La g(t) veere vekstraten til Y
pa tidspunkt ¢. Denne er da gitt ved

e ¢ )
o0 = 3 = S =70 )

I trad med vanlig praksis brukes her notasjonen

dy (t)

dt

Y (t)

det vil si at prikk over en stgrrelse betyr at vi tar den tidsderiverte av denne
stgrrelsen. Tilsvarende bruker vi

(1) = 0
- Y()
det vil si at nar vi setter en hatt over stgrrelsen innebeerer dette ‘oppskriften’
(dette kalles en operator): finn den tidsderiverte og del sa pa nivaet. Dette
er det samme som a finne vekstraten, sa vi kan lese “hatt over noe” som
synonymt med vekstraten til det som star under hatten.
Ofte vil vi unnlate a fgre opp tiden ¢ eksplisitt og bare skrive Y i stedet

for Y'(¢). Dette for & fa en mer kompakt notasjon. Pa samme mate vil vi
skrive bare Y og Y, der vi lar tiden innga implisitt.

1.3 Konstante vekstrater
1.3.1 Diskret tid

La oss na anta at vekstraten er konstant lik g over tid, dvs

Yiri — Y,
g= t+Y t
¢

for alle t. Spesielt har vi

_Yi-Y
—

= Y1=(1+9)Y

og dermed
Yy = (14 9)Y1 = (1+9)°Y

Dette generaliserer seg til

Y, =(14+9)'Y (3)



1.3.2 Kontinuerlig tid

Her har vi altsa ¥
dY(t)
dt
0 o = 9Y @)

Dette er en sakalt differensialligning (mer presist: en linezer ordineer diff.-
ligning av forste orden). Det er ofte vanskelig a lgse differensialligninger, og
det forventes ikke kjennskap til dette temaet. I det spesielle tilfellet vi ser
pa her er imidlertid lgsninga sa enkel og viktig at man bgr kjenne til den.
Denne lyder

Y (t) = Y(0)ed (4)

der e er et helt spesielt tall e = 2.718282.. som danner basis for eksponen-
tialfunksjonen f(x) = e®. Dette er den inverse funksjonen til den naturlige
logaritmen, dvs In(e”) = z. Det spesielle med eksponentialfunksjonen er at
den er lik sin egen deriverte, det vil si (e‘”)/ =e".

Det er alltid lett a sjekke om en lgsning pa en differensial ligning stemmer.
For a gjere dette trenger vi bare a derivere. I vart tilfelle har vi (bruk
kjerneregelen)

4y (t)
dt

d(gt)
dt

=Y(0) Y (0)e?! =Y (0)e%g =Y(t)g

som jo stemmer.

1.3.3 Eksponentiell vekst

Siden Y vokser vil den arlige endringen (antall enheter) bli stgrre og sterre,
selv om den relative endringen (andelen) er konstant. Dette kaller vi ek-
sponentiell vekst. Grafisk ser vekstmgnsteret ut som i den gverste grafen i
figuren under.

Ved eksponentiell vekst er det ofte mer interessant a se pa utviklingen
til In(Y'(¢)) enn Y(¢). Fra (4) folger det at

Y(t) Y (0)edt
= I(Y(t) = (Y (0)e*)
= In(Y (1) = In(Y(0)) + In(e) = In(Y/(0)) + gt

= 9= (n(¥(®) - (¥ (0))

Dette betyr at vekstraten kan leses av som helningen til kurven dersom vi
plotter In(Y(¢)) mot tiden. Videre folger det at en konstant vekstrate fra
ar til annet vil gi oss en konstant helning p& denne kurven, slik som i den
nederste grafen i figuren over.



FIGURE 1.3
‘The Effect of Using a Ratio Scale
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1.4 ‘70 ars regelen’

For & anskueliggjore hvor rask vekst en vekstrate innebaerer, snakker man
ofte om vekstratens impliserte fordoblingstid. Det vil si man oversetter
vekstraten g til den tiden det tar for stgrrelsen som vokser med rate g
fordobles. Det viser seg at det er en enkel tommelfingerregel som gjgr det
lett & regne ut denne.

70-regelen sier at hvis noe vokser med g % p.a. vil det fordobles etter
70/g ar. 10 % vekst gir fordobling i lgpet av 7 ar. 7 % vekst gir fordobling
i lgpet av 10 ar.

Beviset er rett fram. Fordoblingstiden t¢5 er definert ved

Y (t2) = 2Y(0)
som innebarer (nar vi lar g veere malt som rate)

Y (t2) = Y(0)e?"2 = 2Y(0)

= 92 =29
= In(e9"2) = In(2)
In(2) 0,70
= 19 = ~ —
g g

Merk at mange (blant annet boka til Weil) i stedet ofte snakker om ‘72
ars regelen’. Dette er fordi ‘70 ars regelen’ gjelder ved konstant vekst i
kontinuerlig tid (som i (4)). Nar man tenker pa vekst og vekstrater i diskret
tid (dvs som i vil ikke dette gjelde like ngyaktig. Her er det vanskelig
a finne en eksakt tilnserming slik som vi fant over. Numerisk sett viser det
seg imidlertid at estimatene passer bedre nar man bytter ut 70 med 72. Det
er liten grunn til & veere for opptatt av dette skillet. For smé vekstrater er
ikke forskjellen seerlig stor, og i regelen gnsker vi & bruke fordoblingstiden
bare for a illustrere stgrrelsesordenen til vekstrater.



1.5 Regneregler for vekstrater

De fglgende tre regnereglene for vekstrater er hendige a4 kunne.

XY = X+V (5)
XYy = X-V (6)
Xo = aX (7)

(8)
Ved bruk av disse reglene kan man lett finne vekstraten til mer sammensatte
uttrykk, slik som

K;[‘/l\*a — — — — N N
T == KaLl_a—AL:Ka+L1_a—(A+L)

= aK+(1—a)L—(A+1L)

Bevisene for disse tre resultatene er rett fram ved derivasjon og noe
manipulasjon av uttrykkene

— 4(Xy) Xv+Xy X Y . .
XYy = 4 = = 4+ _= Y
Xy Xy X'Y *
7 - GX/Y)_ Pt XY -Xv X Y _ o o
- X)Y X}y XY X Y
= %(Xa) aX X X Xo! .
X=X = xe T x xe1 %

En alternativ mate a vise disse reglene pa er ved logaritmisk derivasjon.
Merk at

d 1.
Z(n(X)) = £X =X

dette betyr at vi kan bruke fglgende prosedyre for & finne vekstratene av
sammensatte utrykk: 1) finn logaritmen, 2) deriver med hensyn pa tiden.
For eksempel:

In <KaL1_a> = aln(K)+ (1 —a)ln(K) — (In(A) + In(L)

AL
~ KZLLI_Q = %(aln(K) + (1 —a)In(K) — (In(A) + In(L))
d d d d
= aaln(K) +(1- a)aln(K) - (ﬁln(A) + - In(L))

= aK+(1—-a)L—(A+1)

Med litt trening er denne metoden den enkleste & bruke.

Regnereglene gjelder eksakt for vekstrater i kontinuerlig tid. For vek-
strater i diskret tid vil de bare gjelde med tilnsermet riktighet. Presisjonen
til denne tilnsermingen blir darligere desto hgyere tallverdien til vekstratene
er.
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