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Forord

Denne oppgavesamlingen er sarlig beregnet pa studenter som forbereder seg til eksamen
i ECON4120 Matematikk 2. Oppgavene er hentet, med enkelte redaksjonelle endringer,
fra tidligere eksamener i kurs pa omtrent samme niva.

Bak i heftet er det en fasit med stort sett kortfattede svar. Vi takker Li Cen for
utmerket hjelp i arbeidet med dette heftet.

Oslo, juli 2003
Arne Strom og Knut Sydseter
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Oppgave 1
La f(z) = x(x — 1)(z — 2).
(a) Avgjor hvor f(z) > 0.

(b) Beregn f'(x). Avgjer hvor funksjonen vokser og hvor den avtar. Finn eventuelle
lokale ekstrempunkter og -verdier. Hvor er f(x) strengt konveks?

(c) Skisser grafen. Beregn fol f(z)dx.

Oppgave 2

(a) Funksjonen g er definert ved g(z,y) = 3 + 23 — 22 — 92, og definisjonsomradet D er
gitt ved 22 + y2 < 1 og > 0. Skraver D i xy-planet.

(b) Finn mulige stasjonzere punkter for funksjonen g, og avgjer arten av disse.

(c) Beregn funksjonens (globale) ekstrempunkter og -verdier.

Oppgave 3
0 =z y

LaD=|x 1 a |,hvoraogber positive konstanter og a > b. Langs hvilke rette linjer
y b ab

i zy-planet er D = 07 Angi de omradene i xy-planet hvor D > 0.

Oppgave 4
Den daglige produksjonen i en bedrift er gitt ved F(L, K) = L'Y2K'2 hvor L er antall
arbeidere og K er investert kapital i bedriften.
(a) Visat F(tL,tK) =tF(L,K) for alle t > 0, og at
oF OF

Lor + Ko = F(LK).

Hver arbeider har en arslgnn pa 50000 kr., og renter av kapitalinvesteringen betales
med 8% p.a. Bedriften budsjetterer med 1 million kr. til lgnnsutgifter og rente-
utgifter det aktuelle aret.

(b) Finn de verdiene av L og K som gir stgrst produksjonskapasitet innenfor denne

budsjettrammen.
Oppgave 5
a b 0
(a) Gitt matrisen A = | —=b  a b | der a, b er vilkarlige konstanter. Finn deter-
0 =b a

minanten til A, og beregn A - A = A2
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(b) En kvadratisk matrise B kalles skjevsymmetrisk dersom B = —B’, der B’ er den
transponerte av B. Vis at om C er en vilkarlig matrise som er slik at C'BC er
definert, da er C’'BC skjevsymmetrisk om B er det.

(¢) Nar er matrisen A definert i punkt (a) ovenfor skjevsymmetrisk?

Oppgave 6

En funksjon f er gitt ved formelen f(x) = (1+2/x)vz +6.

(a) Angi definisjonsomradet for f.

(b) Bestem nullpunktene til f, samt de intervallene der f(z) er positiv.
(c) Finn eventuelle lokale ekstrempunkter for funksjonen.
(

d) Undersgk f(z) nar 2 — 07, z — 0% og 2 — oco. Underspk dessuten f’(x) nar
x — 00. Skisser diagrammet for f i store trekk.

Oppgave 7

En bedrift produserer x enheter av et vareslag og y enheter av et annet. Salgsprisene
pr. enhet er henholdsvis p og ¢, som bestemmes av etterspgrselsrelasjonene

p=a-— 2>, q:by_1/2

Kostnadsfunksjonen kan skrives m(z,y) = cx + dy + e. Konstantene a, b, ¢, d og e antas
positive.
(a) Bestem de verdiene av x og y som gir bedriftens maksimale nettofortjeneste N.

b) Finn elastisiteten av NN Illll[). . Hvor stor er denne elastisiteten ved maksimal
Y
nettofortjeneste?

Oppgave 8

Gitt funksjonen f definert ved

f(z,y) =bxy —z%y* —4 forallex >0,y >0 (a>1)

(a) Beregn de partielle deriverte av f av 1. og 2. orden.

(b) Finn alle de stasjonaere punktene til f og undersgk hva annenderiverttesten sier oss
om de stasjoneere punktene.

(c) Pavis at hyperblene zy = k (k konstant > 0) er nivakurver for f. f oppnar sitt
maksimum langs en av disse nivakurvene. Hvilken?

(d) Anta ¢ > 0. Finn de betingelsene konstantene a og ¢ ma oppfylle for at h(z) =
5z — 2% — ¢ = 0 skal ha hhv. ingen, en eller to lgsninger i (0, c0).

(e) La p og q vaere positive konstanter og lgs problemet
minimer pxr+qy nar Sxy—x’y> =4, x>0, y>0

(Ta som gitt at problemet har en lgsning.)
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Oppgave 9
Anta at likningen
1 1
Inz+2(lnz)* = §IDK + 3 InL
definerer x som en deriverbar funksjon av K og L.

, dz  Ox 0%z
(a) Finn uttrykk for 3K 3L °® BKAL"

. 5 1
Oppgave 10

La nyttefunksjonen U veere definert ved formelen
U(x.y) = Aln(z — a) + Bln(y — b)

der a, b, A og B er positive konstanter, A + B = 1.
(a) For hvilke verdier av x og y er U definert?

(b) La p, q og R veere positive konstanter. Vis ved a bruke Lagranges metode at skal
r=x*, y=1y* lgse problemet

maks [Aln(z —a) + Bln(y —b)] nar pr+qy=R (%)
z,y
da ma
A(R— b B(R - b
oot A (pa+q))’ = b (R — (pa + qb)) (4)
p q

(c) Hvilke krav ma en stille til konstantene for at z* og y* gitt i (xx) virkelig skal lgse
problemet (x)? Tegn et diagram som viser definisjonsomradet til U og budsjettlinjen
pr +qy = R.

(d) La U*(p,q,R) =U(z*,y*) der z*, y* er gitt i (xx). Vis at OU*/OR > 0.

Oppgave 11
I en modell fra gkonomisk vekstteori far en behov for a studere funksjonen f definert ved

1 1
flx)=—— 1 for alle x > 0

T eﬂ’)_

(a) Beregn lim f(x), lim f(z) og f/(x).

(b) Sett g(x) = z2%e® — (e® — 1)2. Vis at ¢’(x) < 0 for alle z > 0. (Her kan det veere
gunstig a benytte Taylors formel for e*.) Vis at g(x) < 0 for alle z > 0. Benytt
dette resultatet til & vise at f er strengt avtagende for x > 0.

(c) Skisser grafen til f i grove trekk.
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Oppgave 12

p g 0 » 2pq ¢
Betrakt matrisene T = %p % %q og S=1|7p* 2p¢ ¢
0 p g p* 2pq ¢

(a) Beregn |T|. Anta at p-q # 0. Finn en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for at
T~ skal eksistere. Har S invers for noen verdier av p og ¢?
Anta na i resten av oppgaven at p+ ¢ = 1.

(b) La T og S veere som angitt ovenfor. Vis at T -S = S. Det er lett a vise (det skal
ikke gjgres) at T2 = %T + %S. Vis at det fglger at T3 = iT + %S.

(c) Bruk resultatene i (b) til a finne en formel som uttrykker T" (n =2, 3, ...) linezert
ved T og S. Bevis formelen ved induksjon. Hvordan gar det med T"™ nar n — co?

Oppgave 13

La U(z,y) betegne den nytten en person oppnar ved x timer fritid pr. degn (24 timer)
og y enheter pr. dggn av andre goder. Personen far en timelgnn w og betaler en gjen-
nomsnittspris p pr. enhet av de andre godene, slik at

py = w(24 — z), (1)

nar vi antar at personen bruker opp hele sin lgnn.

(a) Vis at Lagranges metode anvendt pa problemet & maksimere U(x,y) under bibe-
tingelsen (1) forer til likningen

pUL (2, y) = wUs(z,y). (2)
(b) Anta at likningene (1) og (2) definerer x og y som deriverbare funksjoner av p og w.
Vis at med passende krav pa U(z,y) er
Oz (24— z)(wUs, — pUiy) + pUs
ow  p2UY, — 2pwUy + w2UY,

(¢) Finn g)x nar U(z,y) =lnz-In(8+y), x =16, y =8 og p = w = 1.
w
Oppgave 14

Finn den allmenne lgsningen av differensiallikningen
ti + (2 — t)x = e, t > 0.

Bestem den partikuleere lgsningen som er slik at (1) = 0.

Oppgave 15

I et problem som gjelder optimal utnyttelse av fiskeressurser, far en behov for & studere

funksjonen f definert ved

2q%

fa) = 5
@ 2q — (p—q)?

der p og Z er positive konstanter.
(a) For hvilke verdier av g er f definert? Finn lim f(q) og lim f(q).
q—00 q——00

4
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(b) Beregn f’(q) og pavis at f har to stasjonsere punkter. Avgjor karakteren av disse
stasjongere punktene ved a studere uttrykket for f'(q).

(c) Skisser grafen til f.

Oppgave 16

La f veere definert ved f(z,y) = (x+y —2)* + (2* + y — 2)? — 8 for alle (z,y).

(a) Beregn de partielle deriverte av f av 1. og 2. orden.

(b) Finn de tre stasjonsre punktene til f og klassifiser dem. Vis at f har globalt
minimum i to av de stasjonsere punktene.

(¢c) Lap og q veere gitte reelle tall, ikke begge lik 0, og sett g(t) = f(pt, qt). Beregn ¢'(t)
og vis at ¢’(t) — oo nar t — oo.

Oppgave 17
1 3 -7 a b c
Betrakt matrisene C= | 2 5 1] ogD=1|—-13 14 -15
1 2 7 -1 1 -1

(a) Beregn determinanten |D|. Beregn matriseproduktet C - D, og vis at for passende
valg av a, bog cer D = C™1.

1o 2 1 ha
(b)y LaA=[0 2 -2 |,sett B=C7!-A-C,oglaX= |22 | ogH=| hy |. Vis
00 -1 3 hs

at det fins ngyaktig én 3 x 1-matrise Y slik at A-Y = C-H. (Det er ikke ngdvendig
a regne ut Y.) Vis dernest at X = C~!-Y er Igsningen av likningen B - X = H.

Oppgave 18

. ) ef—1—=x
Finn grensen lim

$—>0m\/1+x—x'

Oppgave 19
La f veere en funksjon av to variabler gitt ved f(z,y) =In(2z +y +2) — 22 — y.

(a) Finn de partielle deriverte av fgrste og annen orden til f.

(b) Bestem alle de stasjonsere punktene til f.

(c) Skisser mengden S = { (z,y) : 2>+y% < 1, x+y > 0} i zy-planet, og finn maksimum
av funksjonen f over denne mengden.

Oppgave 20

et YV —em—eVYiorallex >0,y >0.

La funksjonen f veere definert ved f(z,y) = %

Beregn Hesse-matrisen til f.

Oppgave 21
Beregn fglgende integraler:

(a)/((23:— 1)? 4 *2) da (b)/ “”i:? d (c)/()l(/IZde>dy

4120n007 11.8.2003 774




Oppgave 22

I flere gkonomiske modeller studerer en funksjonen U definert ved
U(x) = —Ae % — Beb®

der A, B, a og b er positive konstanter.

a+b "\B
(b) Hvor er U er konveks/konkav? Skisser grafen til U nar aA > bB.
(c) Vis at

1 A
(a) Beregn U'(z) og vis at U har (globalt) maksimum for z* = 1 <a )

U(,]}) = _Aefaq;*efa(wfx*) _ Bebx*eb(wfx*) _ _96*(1(12*%*) _ %eb(wfa:*)
a

for et passende valg av C' (z* som gitt i (a)). Bruk dette til a pavise at grafen til U
er symmetrisk om linjen x = x* hvis b = a.

(d) Vis at den kvadratiske approksimasjonen til U(x) rundt z* er

1 1y 1 .
Uz) ~ —c(; + g) - 5Cla+b)@—a")
Oppgave 23

Finn elastisiteten av y mhp. x nar y er gitt som funksjon av z ved
Iny —alnz —b(lnz)? — cln(lnz) =0

hvor a, b og ¢ er konstanter. For hvilke verdier av = er funksjonen definert?

Oppgave 24
Betrakt funksjonen f definert ved f(x,y) = e=22="=2" for alle (z,y).
(a) Finn eventuelle stasjonsere punkter for f og klassifiser dem.
1
(b) Skisser mengden S = { (z,y) :2 >0, y > 112 } 1 zy-planet.
x

(¢) Anta at problemet
maksimer f(z,y) nar (x,y) €S (2)
har en lgsning, og finn den.

(d) Prev a begrunne at problemet i (¢) har en lgsning. Vil problemet a minimere f(z,y)
nar (z,y) € S ha lgsning?

Oppgave 25
1 0 t 1 0 0
LaA;=(2 1 t]ogB=|0 0 1
0 1 1 010

(a) For hvilke verdier av ¢ har A; en invers? Har I — BA; en invers for noen verdi av
t? (Her er I enhetsmatrisen av orden 3.)

(b) Finn en matrise X slik at B + XA[!' = A[!. (A, er matrisen vi far av A; nar
t=1.)
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Oppgave 26

Betrakt funksjonen f definert ved formelen f(x) = %x3\/4 — x2.

(a) Bestem definisjonsomradet til f. Beregn f(z)+ f(—x) og gi en geometrisk tolkning
av resultatet.

(b) Beregn f’(z) og bestem hvor f vokser og hvor den avtar.
(c) Skisser grafen til f.

(d) Forklar hvorfor funksjonen f definert pa [0,+/3] har en invers funksjon g. Beregn
¢ (1V3). (Vink: £(1) = 1v3)

Oppgave 27

Vr+1—+x—3
x—17 '

Beregn lim
z—7

Oppgave 28

Funksjonen g er gitt ved g(z) = 2z — ae~*(1 + z2), der a er en positiv konstant.

(a) Avgjor hvor funksjonen g er konveks.

(b) Undersgk g(z) nar x — oco. Vis at g(x) = 0 har ngyaktig en lgsning z¢, og at xg > 0.

(¢) Visat zg < a/2. (Vink: Vis at ¢’'(z) > 2 for z # 1.)

(d) Definer funksjonen f ved f(x) = ae~® + In(1 + z2). Vis at punktet xy som du fant
i (b), er et globalt minimumspunkt for f.

(e) Punktet xy definert ved likningen g(xp) = 0 avhenger av a. Finn et uttrykk for
dzo/da.

(f) Beregn lim L.

a—0t a

Oppgave 29

Anta at etterspgrselen etter en vare fra en representativ familie avhenger av varens pris
p og familiens inntekt r ved

E(p,r) = Ap~arb (A, a, b positive konstanter) (%)
(a) Finn en konstant k slik at

OE(p,r) = O0E(p,r) _
o T or

Frisch og Haavelmo fant i en studie av etterspgrselen etter melk i Norge (1925-1935)
en sammenheng som (%) med a = 1.5, b = 2.08. Verifiser at i dette tilfellet er
k = 0.58.

(b) Vis at for funksjonen F i (%) gjelder

2 2 2
p23 E(p,7) +2p1“a E(p,7) N 2 0°E(p,T)

op? por 1T o2 @ Dla—brDERT)

(¢) Anta at p og r begge er deriverbare funksjoner av tiden t. Da blir E gitt i (%) en
funksjon av bare t. Finn et uttrykk for dE/dt.
Sett p(t) = po(1.06)" og r(t) = ro(1.08)", der py er prisen og ro er inntekten
ved tidspunktet ¢ = 0. Vis at i dette tilfellet er dE/dt = E(po,r0) Q' InQ, der
Q = (1.08)%/(1.06)°.
(d) Finn en betingelse pa a og b som sikrer at E vokser med t.
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Oppgave 30
Betrakt problemet

1
maksimer (minimer) 2 +y* —22+1 nar sz +y?=b (%)

der b er en konstant > 4/9. (Bibetingelsen definerer en lukket, begrenset mengde i
xy-planet, en ellipse.)

(a) Lgs problemet ved a bruke Lagranges metode.

(b) Maksimumsverdien til 22 + y? — 2z + 1 i problemet (x) vil veere en funksjon f*(b)
av b. Pavis at df*(b)/db = A, der X er den tilhgrende Lagrange-multiplikatoren.

Oppgave 31

(a) Avgjor om fglgende funksjoner er homogene, og angi i tilfelle homogenitetsgraden.
(1) f(.l'l, .%'2) = 5.%'411 + 61’1.%;

(ii) F(x1,z2,23) = gr1taates
(iii) G(K,L,M,N) = K*=b.[b=¢. pe=d. Ni=a (a, b, ¢, d hele tall)

(b) Test Eulers setning pa funksjonen i (i).

Oppgave 32

x€2x

r+1’
(a) Beregn f’(x). Har f noen lokale ekstrempunkter?

(b) Undersgk f(x) nar x — (—1)", 2z = (—=1)7, x = —c0 og  — 0.
(c) Vis at f bare har ett vendepunkt x, og at det ligger i (—1/2,0).
(d) Hvor er f konveks/konkav? Skisser grafen til f.

x # —1.

La funksjonen f veaere definert ved formelen f(x) =

Oppgave 33

La funksjonen f veere definert ved f(x,y) = —%y?’ +4y? — 15y + 2% — 8.

(a) Skraver i zy-planet den mengden A som bestar av alle (z,y) der x > 0, 10 > y > 0,
r+y=>38.
(b) Finn minimum for f(z,y) over A, idet du tar det som gitt at minimumet fins.

Oppgave 34

Anta at A, B, C, D og E er n x n-matriser der D og B — C har inverser. Lgs matrise-
likningen A + BXD — CXD = E med hensyn pa n x n-matrisen X.

Oppgave 35
En standard makromodell leder til likningssystemet
M =1Py+ L(r)
S(y,r9) = 1(y,r)

Her er M, | og P konstanter og L, S og I er deriverbare funksjoner.

(%)

(a) Forklar hvorfor det er rimelig a regne med at systemet (%) i alminnelighet definerer
y og r som deriverbare funksjoner av g.

(b) Differensier systemet (x). Finn deretter uttrykk for dy/dg og dr/dg.
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Oppgave 36

I en studie av befolkningsutviklingen i et land far man behov for & studere funksjonen f
definert ved
fx)=2—(a+B)e*+ae ?* 4+ 3 forallex

der « og (3 er positive konstanter og a > (.
(a) Beregn f'(x) og f" ().
(b) Vis at f har ngyaktig ett vendepunkt z, og at z > 0.

(c) Vis at likningen 2az? — (a + )z — 1 = 0 har ngyaktig én positiv lgsning. (Her er z
den ukjente.)

d) Vis at f har ngyaktig ett stasjonsert punkt, xg. (Bruk z = e™® som ny variabel.
Y g ) p y
Vis at zg er et globalt minimumspunkt for f.

(e) Finn en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse pa « og (3 for at en skal ha zo > 0.

Oppgave 37
01 0
LaA=|0 1 1
1 01
(a) Beregn |A|, A2 og A3. Vis at A3 —2A% + A — I = 0, der I er enhetsmatrisen av
orden 3.

(b) Vis at A har en invers A~! = (A —T)2.

Oppgave 38

Betrakt systemet

2

uv—u::v3+2y3

(a) Systemet definerer u og v som deriverbare funksjoner av x og y rundt punktet
P:(z,y,u,v) = (0,1,2,1). Finn differensialene til u og v uttrykt ved differensialene
til  og y i punktet. Hva blir du/dy og dv/0x i P?

(b) Hvis = gker med 0.1 og y avtar med —0.2 ut fra P, hvilke tilnsermede endringer far
vi da av u og v?

Oppgave 39
Betrakt funksjonen f definert ved f(x,y) = In(z +y) — 22 — y? + x for alle x > 0, y > 0.

(a) Finn eventuelle stasjongere punkter for f.

(b) Finn eventuelle globale maksimums- og minimumspunkter for f.

Oppgave 40

Beregn fglgende integraler:

Pr
(a) /(1 — %)% dx (b)/ (a—bP'"*)dP (a+#2)
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Oppgave 41
Definer f(z,y) for alle (z,y) ved f(z,y) =e*"¥ +e*¥ — 3z — 1y.

(a) Beregn de partielle deriverte av f av 1. og 2. orden.
(b) Vis at f har et (globalt) minimumspunkt.

Oppgave 42

o =

t 1
Betrakt matrisen A; = | t 2
4 t

(a) Beregn |A¢| og avgjer for hvilke verdier av ¢ matrisen A; har en invers.

-3 1 1

1
(b) Pavis at den inverse av A; for t = 1 er A]' = 5 -2 2 0
7T =3 -1

(c¢) Skriv likningssystemet
T+ y+ z2=2
z+2y+ z=1
dr+ y+2z=0

som en matriselikning. Bruk resultatet i (b) til a lgse likningssystemet.

Oppgave 43

I et produksjonsteoretisk problem avhenger produksjonen X av antall arbeidere N ved

(V)

dX
X = Ng<N>, der g og ¢ er gitte, deriverbare funksjoner. Finn uttrykk for N ©8
d*X

dN?~

Oppgave 44
Betrakt funksjonen f definert ved f(z,y) = xye=*/¥ for > 0, y > 0.

(a) Beregn de partielle deriverte til f av 1. orden.

(b) Beregn El, f(x,y) og El, f(x,y) ved a bruke regnereglene for elastisiteter. (Kontroller
ved a benytte resultatet i (a).)

(¢) Begrunn hvorfor f ikke oppnar noe maksimum over sitt definisjonsomrade.

(d) Finn de verdiene av = og y som maksimerer f(z,y) nar z+y =c, z > 0, y > 0, der
c er en positiv konstant. (Du kan ga ut fra at maksimumsverdien fins.)

Oppgave 45

Bestem a og b slik at A er den inverse til B nar

2 -1 -1 1 2 4
A=1| a 1/4 b og B=[0 1 6
1/8 1/8 —1/8 13 2

10
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Oppgave 46

1 1 1
La t veere et reelt tallogla A= -1 -1 -1
t t t
(a) Beregn |A —IJ. (I er enhetsmatrisen av orden 3.)
x
(b) Sett t =1 og finn en 3-vektor xog = | y | slik at Axy = x¢ og xo har lengde 1.
z

(¢) Hva blir A"xy forn=1,2,...7

Oppgave 47

Gitt funksjonen f(x) = —2? + z + e~ %, definert i [—3, 3].

(a) Regnut f'(z) og [ ().

(b) Hvor er f’ (ikke f) voksende og hvor er den avtagende?
(c) Har f'(z) = 0 lgsning(er) i [-3, 3]? I tilfelle hvor mange?
(

d) Finn maksimum av f over [—3, 3].

Oppgave 48

(a) La B veere en n x n-matrise slik at (B — I)3 = 0, der I er identitetsmatrisen av
orden n. Vis at matrisen 31 — 3B + B? er den inverse matrisen til B. (Vink: Regn
forst ut (B —1I)3.)

(b) Beregn den inverse matrisen til A =

=~
O = O
_ o O

Oppgave 49

(a) La a og b veere positive konstanter. Vis at

1
/x(:v2 +a?)’de = S+ 1) (% +a®)’T 4 C

4
(b) Beregn det bestemte integralet / Tz 2?2 + 9dx.
0

Oppgave 50
Betrakt fglgende likningssystem:
T+ y— z=2
kx+ 3y— 2z=1
6z + 2ky — 3kz =0

(a) For hvilke verdier av k har systemet entydig lgsning?
(b) Har systemet lgsninger nar k = 37

11
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Oppgave 51

Betrakt problemet

2 2

maksimer  f(z,y,2) =4z —2® —y*> — 2> nar g(z,y,2)=z—2y=0 (%)

(a) Bruk Lagranges metode til a stille opp ngdvendige betingelser for lgsning av pro-
blemet.
(b) Finn alle tripler (z,y, z) som tilfredsstiller betingelsene i (a).

(¢c) Punktet (1,1,1) er et maksimumspunkt i (). Finn et tilnszermet uttrykk for end-
ringen i maksimumsverdien av f hvis bibetingelsen z—xzy = 0 endres til z—xy = 0.1.

Oppgave 52

(a) La A= (3 _} g) Beregn AA’, |[AA’| og (AA’)L.

(b) Matrisen (AA’)~1 i (a) blir symmetrisk. Er dette en tilfeldighet?

(C) La (3311,IE12, cee ,wln), (21,22, -, T2 )5 -+ (Tm1, T2, - - >xmn) representere m
observasjoner av n stgrrelser, og definer matrisen X ved

11 12 ... Tin
21 T2 e Ton
X pu—
Tml Tm2 --- Tmn
La videre 1 = (1,1,...,1) vaere 1 X m-matrisen bestaende av bare ett-tall. Beregn

1
produktet —1 - X og gi en tolkning av resultatet.
m

Oppgave 53

2
(a) Beregn [2z?(2 — z)?dz. Gi en roff kontroll av svaret ved & skissere grafen til
0
f(x) = 22%(2 — x)? over [0, 2].

(b) Funksjonen z = x(t) er deriverbar, med x(0) = 0 og @ = (1 + z2)t for alle t. Vis at
t = 0 er et (globalt) minimumspunkt for z(¢), og vis at funksjonen z(t) er konveks
overalt.

(c) Finn elastisiteten av y mhp. = nar z%° = Aem/yQ, der a, b og A er konstanter.

Oppgave 54
La f veere en funksjon av to variabler, gitt ved

3

fx,y) =2 —y* —zy— 2 forallexogy

Finn de stasjoneere punktene til f og klassifiser dem.

12
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Oppgave 55

1 2 3 1 ] t 3
LaA=|2 1 3] og T= 3 7 -8 3 |, der s og t er reelle tall.
3 21 1 t -3

(a) Vis at for passende verdier av s og t er T = A~1.

(b) Matrisen X tilfredsstiller likningen BX = 2X + C, der

3 2 3 2 3 0 1
B=|2 3 3 og C=1[(1 0 3 1
3 2 3 0 5 -4 1

Bruk resultatet fra (a) til & bestemme X.

(c) D er en n x n-matrise slik at D? = 2D + 3I,,. Vis at D® = aD + bI,, for passende
verdier av a og b. Finn tilsvarende uttrykk for D% og D~! (altsa uttrykk av formen
aD + g1,,).

Oppgave 56

Likningen

Y 4 ale™ = A (a og A er positive konstanter) ()
framstiller en kurve i zy-planet.
(a) Finn kurvens skjeeringspunkter med koordinataksene.
(b) Finn stigningstallet for tangenten til kurven i et vilkarlig punkt (x,y) pa kurven.
(¢) La p og q veere konstanter som ikke begge er 0, og betrakt problemet

maksimer px +qy nar y? 4 z%e® = A (k)
Still opp Lagrange-betingelsene for lgsning av (xx), og vis at hvis (x,y) lgser pro-

blemet, sa er 2qze™ = 2py + pa(A — y?).
(d) I hvilket punkt (x,y) pa kurven gitt ved (%) oppnar z sin stgrste verdi?

Oppgave 57

Betrakt funksjonen f(z,y) = 3> + 3z2y.

(a) Bestem homogenitetsgraden til f og bestem en konstant k slik at
efi(z,y) +yfs(z,y) = kf(z,y) foralle (z,y)
(b) Finn stigningstallet til tangenten til nivakurven y3 + 322y = —13 i et vilkarlig punkt

pa kurven, og finn spesielt tangentlikningen i punktet (2, —1).

(¢) Undersgk om nivakurven i (b) er konveks eller konkav rundt punktet (2, —1) ved a
beregne " i dette punktet.

(d) Vis at ikke noe punkt pa nivakurven i (b) ligger over z-aksen. Finn den minste
y-koordinaten til et punkt pa kurven.

13
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Oppgave 58

-2 4 —t
Beregn determinanten | —3 1t
t—2 -7 4

For hvilke verdier av ¢ har likningssystemet

—2x4+4dy—tz=t—-4
—3rx+ y+tz=3—4t
(t—2)z—Ty+42=23

entydig bestemt lgsning?
Vis at for ¢ = 8 vil likningssystemet i punkt (b) ha en lgsning med y = 3.

La B vaere en n x n-matrise som er slik at B2 = 3B. Vis at det fins et tall s som er
slik at matrisen I,, + sB er invers til matrisen I,, + B. (I, er identitetsmatrisen av
orden n.)

Oppgave 59

0 0 0
4 0 0
10 5 0

er enhetsmatrisen av orden 3.

La A = . Beregn A% I3+ A + A% og (I3 — A)(I3 + A + A?), der I3

Beregn (I3 — A)~! ved & benytte resultatene i (a).

La U vare n x n-matrisen der alle elementene er 1. Vis at
(I, + aU)(I, +bU) =1, + (a + b+ nab)U

for alle reelle tall a og b, der I,, er enhetsmatrisen av orden n.

4 3 3
Bruk resultatet i (c) til & finne den inverse av | 3 4 3
3 3 4

Oppgave 60

La U(xz,y) veere definert for alle z > 0, y > 0 ved

(a)
(b)
()

U(z,y) = Alln(z® + y*) — Iny°] (A og « er positive konstanter)

Beregn Uj(z,y), Uz(x,y) og Utz (2, y).
Undersgk om U(z,y) er homogen.

Vi tenker oss at U(x,y) er en nyttefunksjon for et samfunn, der = er det gkonomiske
aktivitetsnivaet og y er mengden av forurensninger. Vi antar ogsa at forurensnings-
mengden y avhenger av aktivitetsnivaet ved likningen

v —axt —b=0 (a og b positive konstanter) (%)

Bruk Lagranges metode til & finne det aktivitetsnivaet som maksimerer nyttefunk-
sjonen U(x,y) under bibetingelsen (). (Du kan ga ut fra at maksimum eksisterer.)

14
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Oppgave 61
Likningssystemet
In(z +u) +uv —y?e’ +y =0

uw—z' =

definerer u og v som C!-funksjoner av x og y rundt punktet P : (x,y,u,v) = (2,1, —1,0).
(a) Differensier systemet.

(b) Finn verdiene av de partielle deriverte u,, uy, v, og v, i punktet P.

(c) Finn en tilnsermet verdi for «(1.99, 1.02).

Oppgave 62
1 —a -—a
LaA,=1| —a 1 —a | for alle reelle tall a.
—a —a 1

(a) Beregn determinanten |A,|, og vis at A, har en invers nar a # —1 og a # 1/2.

(b) Vis at den inverse til A, (nar den eksisterer) er
A=k a 1—a a

der k er et tall som avhenger av a.

(¢) Visat om 0 < a < 1/2 og x er en 3-vektor med bare positive komponenter, da vil
A 1x ogsa veere en vektor med bare positive komponenter.

Oppgave 63

(a) Likningen
3ze™ — 2y = 32 + o>
definerer y som en deriverbar funksjon av z rundt punktet (z*,y*) = (1,0). Finn

stigningstallet for grafen i dette punktet ved implisitt derivasjon. Hva er den linesere
approksimasjonen til y rundt z* = 17

(b) I en likevektsmodell studerer en fglgende likningssystem:

pF'(L) —r =0

pF(L)—rL—B=0 (*)

der F' er to ganger deriverbar med F'(L) > 0 og F”(L) < 0. Alle variablene er
positive. Betrakt » og B som eksogene og p og L som endogene variabler, slik at p
og L er funksjoner av r og B. Finn uttrykk for dp/dr, dp/0B, OL/0r og OL/OB
ved implisitt differensiering.

(c) Undersgk om en kan si noe om fortegnene til disse partielle deriverte. Vis spesielt
at OL/0r < 0.

Oppgave 64

y) med z +y > 0. Finn

La f(z,y) veere definert ved f(z,y) = In(x + y) + y for alle (z,
= 2. (Du kan ga ut fra at

maksimum av f(x,y) under bibetingelsen z? + 2zy + 21>
maksimum eksisterer. )
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Oppgave 65

(a)
(b)

4
Beregn integralet / e Vit
1
La A, C, D, X og Y vaere n X n-matriser som tilfredsstiller likningene

AX+Y=C
X+2A7 'Y =D

(Vi antar at A har en invers.) Finn X og Y uttrykt ved A, C og D.

Oppgave 66

(a)

For hvilke verdier av a har likningssystemet

x4+ y—2z=7+a
3r— y+az=-3 (%)
—x+ay—4z= 8

(i) ngyaktig én lgsning, (ii) mer enn én lgsning, (iii) ingen lgsninger?

Oppgave 67

(a)
(b)

(c)

Finn elastisiteten til y mhp. = nar y2e* /¥ = 3.
Fglgende system av likninger definerer u = u(x,y) og v = v(z,y) som C'-funksjoner
av = og y rundt punktet P = (z,y,u,v) = (1,1,1,2):
u® 40P =22 4+ ¢

wv? — P =z — y
der o og 3 er positive konstanter. Differensier systemet. Finn deretter verdiene av
Ou/0x, Ou/dy, Ov/dx og Ov/dy i punktet P.
21—h
100c

Vis at for funksjonen u(z,y) i punkt (b) har vi ©(0.99,1.01) ~ 1 —

Oppgave 68

Betrakt funksjonen h gitt ved h(x) =

xT

Q—Ej fOI‘ alle xZ.

Avgjer hvor h er voksende og hvor den er avtagende. Finn eventuelle maksimums-
og minimumspunkter for h.

Hvorfor ma h begrenset til (—oo,0) ha en invers funksjon? Finn et uttrykk for den

inverse funksjonen.

La f(x) = ﬂy der g er en deriverbar funksjon med ¢'(z) > 0 for alle z. Vil
2+ (9(z))

f alltid ha et maksimumspunkt?
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Oppgave 69

1 -1 1
(a) Beregn determinanten til A, =1 1 -1
1 t
(b) Los likningssystemet
T—yY+z=2
r+y—z=1
r+y—z=4

ved Gauss-eliminasjon.

Oppgave 70

La funksjonen f veere gitt ved f(z,y) = (2? + y?)(xy + 1) for alle x og y.

(a) Beregn de partielle deriverte av f av 1. og 2. orden.

(b) Vis at (0,0), (2v2,-2v2) og (—3v2,2V2) er stasjonere punkter for f, og
klassifiser dem. Vis at f ikke har andre stasjonzere punkter.

(c) Finn maksimum av f(z,y) over mengden S = {(z,y) : 22 + y*> < a?}, der a er en
positiv konstant.

Oppgave 71

4V
24+

denne kurven, x-aksen og linjen x = 4.

(a) Skisser kurven y = , og finn arealet av det omradet som er begrenset av

a® — x?®

(b) La a vaere en positiv konstant. Finn grenseverdien lim
r—a T — a

Oppgave 72

(a) La A=

— N

1
1 a® |. Beregn |A].
0 -3
(b) For hvilke verdier av a har likningssystemet
ar +y+ 4z =2
20 +y+a’z =2 ()
Y — 3z=a
henholdsvis én, ingen eller uendelig mange lgsninger? (Lgsningene skal ikke finnes.)

(c) Erstatt hgyresidene 2, 2 og a i (x) med by, by og bs. Finn en ngdvendig og tilstrekkelig
betingelse for at det nye likningssystemet skal ha uendelig mange lgsninger.

(d) En 3 x 3-matrise B tilfredsstiller likningen B3 = —B. Vis at B ikke kan ha en invers.

Oppgave 73
2?4?4422 =1

Finn maksimum av 2 4 y2 + 22 nar
Y T+3y+2:=0
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Oppgave 74

En bedrift produserer og selger en vare. Kostnadene ved & produsere og selge = enheter
og bruke y kroner pa reklame, er C' = cx + y + d. Etterspgrselen er gitt ved

z=—ap+b+ R(y)

der p er prisen som oppnas per enhet. Vi forutsetter at R(0) = 0, R'(y) > 0 og R"(y) < 0.
Konstantene a, b, ¢ og d er alle positive.

(a) Vis at profitten m(x,y) ved a selge x enheter og bruke y kroner pa reklame, er gitt

ved . . )
m(z,y) = ——2*+ -z + -R(y)z —cx —y —d
a a a

(b) Vis at skal z* > 0 og y* > 0 maksimere profitten, ma y* tilfredsstille likningen
(b—ac)R'(y") + R(y")R'(y") = 2a (*)

(c) Likning (*) definerer y* implisitt som funksjon av a, b og c. Beregn dy*/0b ved
implisitt derivasjon.
(d) Sett R(y) = ay'/?, der a > 0. Finn eksplisitte uttrykk for * og z* i dette tilfellet.

Oppgave 75

En bedrift har monopol pa salg av en bestemt type stgvsugere og kan regne med etter-
spgrselsfunksjonen p = a—bx, der p er prisen per stgvsuger og x er antall solgte stgvsugere
per ar. Bedriften har faste utgifter pa r per stgvsuger for & dekke ravarekostnader, og
har arlige driftsomkostninger d til administrasjon, vedlikehold av bygninger og absolutt
ngdvendig maskinelt utstyr.

Bedriften gnsker a automatisere produksjonen i den utstrekning det er lgnnsomt.
Investeringer i spesialmaskiner til dette formal er y. Vi tenker oss at de resterende
driftsutgiftene avhenger av y ved at ky er arlige driftsomkostninger til avskrivning og
vedlikehold av spesialmaskinene, og f(y) er arbeidslgnn per produsert stovsuger. Her er
f en gitt C?-funksjon med f’(y) < 0 og f"(y) > 0.

Konstantene a, b, , d og k er alle positive.

(a) Kommenter fortegnene til f'(y) og f”(y). Finn bedriftens arlige nettoutbytte 7(z, y)
og beregn de partielle deriverte av m(z,y) av forste og annen orden.

(b) Vis at skal > 0, y > 0 maksimere nettoutbyttet, sa ma y tilfredsstille likningen

20k + f'(y)(a—1) = f(y)f'(y) (*)

(¢c) Anta at f(y) = a/(y + ), med a > 0 og § > 0. Vis at (%) da reduserer seg til en
tredjegradslikning i y + 3.
(d) Likning (x) i (b) definerer y implisitt som funksjon av k. Finn et uttrykk for dy/dk.

(e) Anta at de tilstrekkelige annenordensbetingelsene for lokalt maksimum av 7(x,y) er
oppfylt. Vis at da er dy/dk < 0. (Du far ogsa bruk for forsteordensbetingelsene.)

Oppgave 76
1 t 0
La A, = -2 -2 -1
0 1 t

(a) Beregn |A4| og vis at A; ! eksisterer for hver ¢.
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(b) Vis at for en bestemt verdi av t er A3 = I3, der I3 er enhetsmatrisen av orden 3, og
finn sa den inverse til A;.

(c) Antaat A og B er invertible n x n-matriser. Vis at om A’A =1,,, daer (A’/BA)~! =
A'B7A.

Oppgave 77

6

Beregn integralene: (i) /
~1

z(2+ z)'/3 dx (ii) /e%dx.

Oppgave 78

Lgs problemet
minimer Az 4 €™ + %  nar e 4 T = ¢

der A, a, b og c er positive konstanter.

Oppgave 79

Likningssystemet
e Vin(z+2z—-1)=/zy
2Pz =e
definerer y og z som deriverbare funksjoner av x i en omegn om punktet (z,y,z) =
(1,1,e).
(a) Finn elastisitetene til y og z mhp. z i det angitte punktet.

(b) Hva er de tilnszermede prosentvise endringene av y og z dersom x gkes fra 1 til 1.17

Oppgave 80

La funksjonen g veere definert ved
g(x)=(a— Dz +cz'"*—a for >0

Her er a og c konstanter med a > 1 og 0 < c < 1.
a) Beregn ¢/(z) og ¢"(x), og undersgk hvordan det gar med g(z) nar z — 0T og nar
(a) gn g g 9" (x), og g g g
T — 00.
(b) Vis at g har et globalt minimumspunkt, og finn minimumsverdien.

(c) Vis at funksjonen g har ngyaktig to nullpunkter, og at det ene nullpunktet ligger i

a
intervallet (0, c) og det andre i intervallet (1, 71)
a —

Oppgave 81

Beregn integralene / dv o) / dr
regn integralen —_— _—
g g 1— 02 g i

2 1 1
Vink: = .
(Vink: o5 =15, T 12"
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Oppgave 82

1 a a
LaA,=|a 2 a |, deraeren konstant.
a a 3

(a) Beregn determinanten |A,| og matrisen A2.
(b) Finn en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for at likningssystemet

1 t+axs +axg =1
axr1 + 2x0 +axrg =2

ar, + axe + 3x3 = 3

skal ha entydig lgsning. Finn Igsningen nar a = 3.
(¢) Los likningssystemet

Ty +nre + -+ NTp—1 +nx, =1
nry + 2x0+ - + NTp—1 +NTy =2
nry +nre+---+(n—1x,—1+nr,=n—1

nry +nro + -+ NTy,_1+nxr, =n

der n er et helt tall > 1.

(d) Vis at hvis A, B og C er n x n-matriser slik at BAC = 1,,, sa har A en invers, og
finn et uttrykk for A=1.

Oppgave 83
Betrakt problemet

maksimer U(x1,x2,23) nar pixy + poxa + p3rs =m

der U(z1,z2,23) = In(x; — 6) + 2In(ze — 5) + In(zs — 4), og p1, p2, p3 0g m er positive

konstanter.

(a) Lgs problemet ved a bruke Lagranges metode. (Du kan ga ut fra at problemet har
en lgsning.)

(b) La U* vaere optimalverdifunksjonen for problemet, det vil si at U* = U*(py, p2, p3, m)
er maksimumsverdien av U(x1, 22, z3) som funksjon av pi, pa, ps og m. Pavis ved
direkte utregning at OU*/dm = A, der A er Lagrange-multiplikatoren fra (a).

(c) Sett py =5, po =2, p3 =5 og m = 100. Estimer endringen i verdien av U* i dette
tilfellet om m = 100 endres til m = 101.

Oppgave 84

I en vekstmodell er produksjonen ) en funksjon av kapitalen K og arbeidsinnsatsen L.
Anta at
(i) K =~Q (investeringen er proporsjonal med produksjonen)
(i) Q=KL
(i) L=p (vekstraten for L med hensyn pa t er konstant)
Her er v, a og @ positive konstanter, a < 1.
(a) Utled en differensiallikning til bestemmelse av K.
(b) Lgs denne likningen nar K (0) = Ky og L(0) = L.
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Oppgave 85

Finn eventuelle lokale og globale ekstrempunkter for f(z) = ev 42

Oppgave 86
La f(z,y,2) = 2% + o + % + 2%
(a) Finn maksimum og minimum av f(x,v, z) nar 22 + 2% + 222 = 16.

(b) Finn maksimum og minimum av f(z,y,2) over mengden

S={(z,y,2):2” +2y° +22° <16 }.

Oppgave 87
a+1 a+1 0
La A, = 4 a+4 a—1 | for alle reelle tall a.
3 5 a—1

(a) Beregn |Ag|.
(b) Nar har likningssystemet

(a+ )z + (a+ 1y — b
dz+ (a+4)y+(a—1)z= 1
3x + 5y+(a—1)z=-3

entydig lgsning? (Du trenger ikke finne lgsningen.) Underspk hvilke betingelser b
ma oppfylle for at likningssystemet ikke skal ha noen lgsning nar ¢ = 1 og nar a = 2.

(c) Beregn [3A;] og |AsA A2

Oppgave 88

25 7
1
Finn int 1 i 3ze™/2d ii / d /t t+2dt
(a) Finn integralene (i) / xe x  (ii) Ny x (i) ; Vi+

(b) I et problem i teorien for auksjoner oppstar differensiallikningen

. 4a—1)
x—m:ﬁ, t>a/2

der a er en konstant. Finn den allmenne lgsningen av likningen.

Oppgave 89

(a) Likningen
2Inz+1y>lny=22Inz
definerer z som en deriverbar funksjon av z og y i en omegn om punktet (z,y,z) =
(e,e,e). Beregn z| (e, e) og 27 (e, e).
(b) Hvis F er en deriverbar funksjon av en variabel med F'(0) = 0 og F’(0) # —1, finn
et uttrykk for 3 i punktet (x,y) = (1,0) nar y er definert implisitt som deriverbar

funksjon av x ved
3 F(zy) + " =2
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Oppgave 90

La a vaere en konstant > 0 og la f(x) = (222 + a)e‘x2_“.
(a) Beregn f'(z) og finn alle de stasjonaere punktene til f. (Du ma skille mellom tilfellene
0<a<2o0ga>2)
(b) Vis at grafen til f er symmetrisk om y-aksen. Bestem lim f(z) og lim f(x).
r—r—00

Tr—00

(¢) For hver a > 0 har f(z) en maksimumsverdi, M (a). Vis at

—1—41q o
M(a)—{Qe 2 nar 0<a <2

a

ae” nar a > 2

For hvilken verdi av a har M (a) sin storste verdi?

(d) Betrakt funksjonen g definert ved g(x,y) = (222 + y)e_mz_y for alle (x,y). Finn
eventuelle stasjonaere punkter for g. Finn den stgrste verdien funksjonen antar over
mengden {(z,y) : y > 0}. (Du kan ga ut fra at maksimumsverdien eksisterer.)

Oppgave 91

o o0 12246
(a) Finn integralet /2 (@2 + o 1 2)4/3 dx.

(b) T et problem i teorien for auksjoner oppstar differensiallikningen

(rg—rl)ﬂt:( & "2 >:c, t>1ry

t—T’Q_t—T'l

der r1 og ro er konstanter med ro > r1. Finn den allmenne lgsningen av likningen.
Vis at den kan skrives pa formen

x = C(t —rg)"/ (2= (g — )72/ (r2711) (C er en konstant)

Oppgave 92

(a) Finn stigningstallet for kurven ze®"¥ 4 322 = 2y + 4 i punktet (z,y) = (1,0).
(b) Betrakt likningssystemet
ze’ +yf(z) =a
zg(z,y) + 22 =b
der f(z) og g(z,y) er deriverbare funksjoner og a og b er konstanter. Anta at

likningssystemet definerer x og y som deriverbare funksjoner av z. Finn uttrykk for
dx/dz og dy/dz.

Oppgave 93

(a) Betrakt likningssystemet
T1+ 22+ 23 = b
ary +To —x3 =205
T — T3 =a
der a og b er gitte konstanter. For hvilke verdier av a har likningssystemet entydig
lgsning?
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(b) Anta at A er en n X n-matrise, B en m x m-matrise og C en n X m-matrise. Anta
at A — I og B har inverser. Finn en formel for den matrisen X som tilfredsstiller
matriselikningen AXB = XB + C. La spesielt

1 0 0
a=(2 ) m=foae o) em( 132
0 0 1/4

og finn matrisene (A —I)~!, B! og X i dette tilfellet.

Oppgave 94
1 1
Finn folgende integraler: a / du b /d .
g g ® | oo ®) | e
1 1 1 1
(Vink: Du kan fa bruk for formelen 2 1" 3 [z 17 a7 J )
Oppgave 95
Betrakt matrisene
3o 4 2 U0
As(t)y=| 1 =t 0| og A4ta) =
0 1 ¢ 0 1 —t 0
0 0 1 —t

(a) Beregn determinantene |As(t)| og |A4(t, a)l.
(b) Finn en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse pa by, bs og bs for at likningssystemet
2x1 — 4o + 223 = by
r1 — T2 = bg
To — T3 = b3
skal ha lgsninger, og bestem antall frihetsgrader i dette tilfellet.

(¢) Anta at matrisen P har en invers. Hvilke av fglgende matriser vil da ogsa ha invers?
(Gi begrunnelser.)

(i) P? (i) P+P (i) P’ (iv) P+ P

Oppgave 96

(a) I forste kvadrant definerer likningen
zy+y:+2c+2y=C (C er en konstant)

y som en C2-funksjon av z. Beregn 3y’ og v

(b) En konsument anvender et belgp m til innkjop av = enheter av et gode til pris 6
kroner per enhet og y enheter av et annet gode til pris 10 kroner per enhet. Her er
m positiv. Konsumentens nyttefunksjon er U(z,y) = zy +y* + 2z + 2y, slik at hans
problem er:

maksimer (zy + y? + 2z + 2y) under bibetingelsen 6z + 10y = m

Anta at 8 < m < 40. Finn de optimale kvantaene z* og y* og Lagrange-multipli-
katoren som funksjoner av m.
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(¢) Maksimumsverdien for nyttefunksjonen blir en funksjon av m. Finn dens deriverte
for m = 20.

(d) Hva blir lpsningene for x* og y* hvis m < 8?7 Hva blir lgsningene hvis m > 407

Oppgave 97

r+1
T+ 2

La funksjonen ¢ veere definert ved ¢(x) = In(z + 1) —In(z +2) = In [
x > 0.

] for alle

(a) Finn verdimengden til ¢.
(b) Finn den inverse til ¢. Hvor er den definert?

(¢) Finn den inverse til ¢'. Hvor er den definert?

Oppgave 98
1 0 1 00
Betrakt matrisene Ay, =12 1 ¢ JogB=]0 0 1
01 1 01 0

(a) For hvilke verdier av ¢ har A; en invers?

(b) Beregn I3 — BA;. For hvilke verdier av ¢ har denne matrisen en invers? Finn en
matrise X slik at B+ XA; ! = A;! for t = 1.

_g_ 1 2 -1\ _/(0 0 0
| -1 0 4) \0 00

(¢) Finn matrisen Y nar

..<
O O =
O =N

Oppgave 99
Anta at ¢ er en konstant og at likningen
l+zy—In(e™+e ™) =c

definerer y som en deriverbar funksjon av x. Beregn dy/dx og d?y/dz>.

Oppgave 100

(x™ — 2™)?2

NG

(a) Finn integralet / dz, der m og n er naturlige tall.

1/3 d
(b) Beregn /0 " i T

var+b o

(¢c) Lgs differensiallikningen & = t*, der konstanten a er # 0.
x
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Oppgave 101
I et statistisk problem opptrer funksjonen f definert for alle z og y ved

flx,y) =201 — p*)aPy® — 3a® — 3y* + 2pay + 4

der p er en konstant som ligger i [—1,1].

(a) Beregn Hesse-matrisen til f. Vis at for p = £1 har f bare har ett stasjongert punkt.
Er dette punktet et globalt eller lokalt ekstrempunkt eller et sadelpunkt for f?

(b) Vis for alle p i [—1,1] at hvis (z0,y0) er et stasjonzert punkt for f, si er z3 = 3.

(Vink: Se pa fi(z,y) — yfa(x,y).)
(c) Finn alle de stasjonaere punktene til f nar p € (—1,1).

Oppgave 102
a a—1 a
(a) Beregn determinanten til A = | a —1 1 0
a 0 a

(b) Bestem for hvilke verdier av a og b likningssystemet

T b
Aly | =10
z 1

har uendelig mange lgsninger.
(c) For hvilke verdier av a fins det en matrise B slik at AB = A + B?

Oppgave 103

Antall liter bensin i tanken pa en bil etter at den har kjort x mil er V(z). Anta at V(x)
tilfredsstiller differensiallikningen V'(z) = —aV(z) — b, der a og b er positive konstanter.
(a) Finn den allmenne lgsningen av likningen.

(b) Anta at a = 0.1 og b = 0.7. Hvor mange mil kan bilen kjgre hvis den starter med 20
liter pa tanken? Hva er det minste antall liter en ma ha ved starten om bilen skal
ga 15 mil?

Oppgave 104

1 H d
Beregn (i) lim ( - > ) (ii) / :13
z—3\r—3 22—1—6 85 V2r—1— 2z —1

(Vink: Substituer 2% = 2z — 11 (ii).)

Oppgave 105
Likningen
PP g+ e " = +2 (%)
definerer y som en deriverbar funksjon av = rundt (z,y) = (0,1).
(a) Beregn y’ i dette punktet.
(b) Vis at kurven gitt ved (x) skjeerer z-aksen ngyaktig ett sted.
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Oppgave 106
Betrakt Lagrange-problemet

r+y+z=5

maksimer zyz nar
Ty +xrz+yz =38

(a) Still opp de ngdvendige forsteordensbetingelsene for lgsning av problemet.
(b) Vis at hvis punktet (x,y, z) tilfredsstiller fgrsteordensbetingelsene, sa har vi

z2(y—z) = ply — )
—-Z)
(z—y) =pu(z—y)

8

der p er Lagrange-multiplikatoren knyttet til bibetingelsen xy + zz + yz = 8.
(¢) Logs problemet. Du kan ga ut fra at problemet har lgsning.

(d) Hva blir den tilnszermede endringen av maksimumsverdien av zyz dersom 5 endres
til 5.01 og 8 endres til 7.997

Oppgave 107
Gitt funksjonen f definert ved f(x) = In(2 + e*3) for alle z.

(a) Vis at f er strengt voksende og finn verdimengden.

(b) Finn et uttrykk for den inverse funksjonen g til f. Hvor er g definert?
(c) Kontroller at f'(3) =1/¢'(f(3)).

Oppgave 108

qg —1 q-—2 1 1 1
Betrakt de to 3 x 3-matrisene A=[|1 —p 2—plogE=|1 1 1
2 -1 0 1 1 1

(a) Beregn |A|, AE og |A + E|.
(b) For hvilke verdier av p og ¢ har A + E en invers? Forklar hvorfor BE ikke kan ha
invers for noen 3 x 3-matrise B.
(c) Betrakt likningssystemet
qr— y=q—2
rT—py=2-p
20 — y=20
der x og y er de ukjente og p og q er parametre. For hvilke verdier av p og ¢ har
likningssystemet entydig lgsning, ingen lgsninger eller uendelig mange lgsninger?

Oppgave 109

1
(a) Finn integralet / 57x23/1923 + 8 dz.

0

341
(b) Lgs differensiallikningen e = T —;

. (x> 0), medz(0)=1.
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Oppgave 110

(a) Finn maksimum og minimum av z? + y? + 2z nar g(x,y,2) = 2% + 2y* + 422 = 1.
(b) Anta at bibetingelsen endres til 22+ 2y? + 422 = 1.02. Hva blir tilnsermet endringen
i maksimumsverdien av f(x,y, z)?

Oppgave 111

Finn den lgsningen av differensiallikningen 3z%% = (2% + 9)3/ 2Int som gir gjennom
punktet (¢,z) = (1, 3).

Oppgave 112

Inntektene fra et oljefelt er per idag (¢ = 0) 1 milliard per ar og de forventes a stige
linezert til de har nadd 5 milliarder per ar om 10 ar. Hvis vi maler tiden i ar og lar
f(t) betegne inntektene (malt i milliarder) per tidsenhet ved tidspunktet ¢, er altsa
f(t) = 1+0.4¢. Hvis F(t) betegner de totale inntektene som akkumuleres i tidsintervallet

[0,¢], er F'(t) = f(t).
(a) Beregn de totale inntektene i 10-arsperioden (dvs. F'(10)).
(b) Finn naverdien av inntektsstrgmmen over tidsintervallet [0,10] hvis vi regner med

kontinuerlig forrentning til rente r = 0.05 per ar. (Naverdien er fOT f(t)e "t dt, der
T betegner slutt-tidspunktet.)

Oppgave 113

3
I et omrade der x > 0 og y > 0, vil likningen y—g = (x + a)?’(y + b)? definere y som en
x

deriverbar funksjon av x. Finn elastisiteten av y mhp. . Her er a > 0, b > 0, p og ¢
konstanter.

Oppgave 114

4 3 —2 b1
(a) LaA=| 13 7 —3 ]| ogb=| by |. Hvilke betingelser ma by, by og b3 tilfreds-
1 -2 3 b3

stille for at likningssystemet Ax = b skal ha lgsninger? Hvor mange frihetsgrader
har systemet hvis det har lgsninger?

(b) Fins det en invertibel matrise B slik at BA = 07
(c) Finn en 3 x 3-matrise C slik at C # 0 og AC = 0.

Oppgave 115
Betrakt problemet
maksimer f(x,y,2) = xy +e* nar g(x,y,z) =e* + 22 +4y* =6 (%)
(a) Finn alle lgsninger av forsteordensbetingelsene, og bestem maksimumspunktet for
problemet (x). Du kan ga ut fra at det eksisterer et maksimumspunkt.
(b) Ansla den endringen vi far i den optimale verdien av f om vi endrer bibetingelsen
til €2 + 22 + 4y? = 6.1.

(c) Hvis vi endrer bibetingelsen i problemet (*) til €2* + 22 + 4y? < 6, vil problemet da
fa en annen lgsning enn den du fant i (a)?
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Oppgave 116

Gitt funksjonen f(x) = (ezm + ae‘m)2, der a er en konstant, a # 0.
(a) Finn f'(z) og f"(x).

(b) Avgjor hvor f er voksende, og vis at f er konveks overalt.

(c) Finn eventuelle globale ekstrempunkter for f.
(

d) La a = 4, og finn et eventuelt minimumspunkt for f over intervallet [1,00) i dette
tilfellet.

Oppgave 117

Inx — 1
Finn grenseverdien lim mrord ]
z—1 (x —»1)2

Oppgave 118
6f

Finn integralene: (a) /dx (b) / Vrlnzdr
Va (1 +ev?) 1

Oppgave 119

Finn F'(z) nar F(x) = /; <\/ﬂ+ %) du.

Oppgave 120
(a) Finn den allmenne lgsningen av differensiallikningen & + 2x = 2.
(b) Finn en funksjon w = w(t) som er slik at

W+2w=2 w(0)=0 og w(—l):§—e.

Oppgave 121

(a) Finn maksimum av e®y nar (z —1)% +9% = 12.
(b) Anta at vi endrer bibetingelsen i (a) til (x — 1)? + y? = 12.03. Hvor stor prosentvis
endring (tilnzermet) vil vi da fa i maksimumsverdien i problemet?

Oppgave 122

Funksjonen f er definert ved f(x) = z3e= for alle z.

a) Beregn f'(z) og f"(x).
b) Vis at grafen til f er symmetrisk om origo. Bestem lim,_, f(x).

d) Beregn [ f(z)dz og [, f(x)dx.

(

(

(¢) Finn eventuelle maksimums- og minimumspunkter og skisser grafen.

(

() La 0 < a < b. Forklar geometrisk eller pa annen mate at fglgende likhet gjelder:

—a b
B f(x)dx:—/a f(x)dx.
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Oppgave 123

a) Beregn integralet /
(a) gn integ m

a2x _ CL2
(b) Bestem grenseverdien lim .
z—1 2x — 2

Oppgave 124
(a) For hvilke verdier av p og ¢ har likningssystemet

Ty + a9+ 23 =g
PT1 + T2 —T3 =05
T — X3 =D
ngyaktig én lgsning, flere lgsninger eller ingen lgsninger?

(b) Finn alle lpsningene av systemet i det tilfellet at systemet har flere lgsninger.

31 32 33
(c) Beregn determinanten |32 33 35|. (Vink: Det kan veere gunstig & benytte ele-
33 34 36

mentzere operasjoner pa linjene og/eller kolonnene.)
(d) Vis at om A er en n x n-matrise slik at A* =0, daer I—-A)"! =T+A+ A2+ A3

Oppgave 125

La funksjonen f veere definert ved f(x,y) = azye4$2*5my+y2 for alle (x,y).

(a) Beregn de partielle deriverte til f av forste orden.

(b) Finn de tre stasjonzere punktene til f, og vis at f ikke har (globale) ekstrempunkter.

(c) Nivakurven f(x,y) =1 gar gjennom punktet (z,y) = (1,1). Finn stigningstallet til
tangenten til nivakurven i dette punktet.

Oppgave 126
2
Vr+1

(a) Finn eventuelle maksimums- og minimumspunkter for f.
4

b) Beregn / f(z)dx
0

Oppgave 127

1
La funksjonen f vaere definert ved f(z) = + 5\/5 for alle x > 0.

e 1 3
(a) Beregn integralet / na; dx
1z

(b) Bestem den lgsningen av differensiallikningen

d 1
xd—f :—§(x2—25), x>5 (%)
som gar gjennom punktet P = (0, 10). Hva er stigningstallet til denne integralkurven

i P? Pavis at enhver lgsning av (x) er avtagende.

29
4120n007 11.8.2003 774



Oppgave 128

1 1 a?
(a) Beregn determinanten | 2 3 —1 |.
0 2 1

(b) Betrakt likningssystemet

T+ y+ az+ au=a
20+ y—a’z+ 2au=1
4o + 3y +a’z +4au =1

der z, y, z og u er ukjente og a er en konstant. Finn antall frihetsgrader for alle
verdier av a. (Bruk Gauss-eliminasjon.)

(c) Anta at A og B er n x n-matriser og at A2B = AB. Vis at da er A*’B = AB.

Oppgave 129
T+ y+z=1
P +y+2=T/4
(a) Vis at en ved a eliminere Lagrange-multiplikatorene fra forsteordensbetingelsene,

kan utlede likningen 4z — 2y = 1. Finn dernest den eneste mulige lgsningen av
problemet.

Betrakt problemet a maksimere x + 2z nar {

(b) Kan du bevise at du har funnet lgsningen i punkt (a)?

Oppgave 130

Likningssystemet
ln(ewzy +2)=1

eln(m2+z)—2z +2y=3

definerer y og z som deriverbare funksjoner av z rundt punktet P = (z,y,2) = (1,1,0).
Finn dy/dx og dz/dz i punktet P. Finn ogsa El, y i P.

Oppgave 131

(a) La A= . Beregn |A| og A2

ISENSEN S

a
a
a

= Q Q

(b) Bestem antall frihetsgrader for likningssystemet

z+ay+az=0
ax +ay+az=0
ar +ay+ z=0

for alle verdier av a.

(c) Los likningssystemet

r+ay+az=1
ar +ay +az = a?
ax +ay+ z=1

for alle verdier av a.
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Oppgave 132
Betrakt funksjonen f definert ved

flx,y) = %1:2 —z+aylxr—1)— %y‘g +a*y? for alle (z,%)

der a er en konstant. Finn alle de stasjonsere punktene til f og bestem om de er lokale
ekstrempunkter eller sadelpunkter.

Oppgave 133

Et land har et oljefelt som det gnsker a utvinne. Det vil starte produksjonen i dag, ¢t = 0,
og har valget mellom to utvinningsprofiler f og g som angir produksjonen av olje per
tidsenhet. Feltets levetid er for hver av utvinningsprofilene 10 ar. Her er f(t) = 10t? —¢3,
t €10,10], og g(t) = 3 — 20t? + 100¢, t € [0, 10].

(a) Skisser de to utvinningsprofilene i samme koordinatsystem.
(b) Visat [) g(r)dr > [} f(r)dr for alle t i [0,10].
(c) Landet far en pris per enhet olje som er gitt ved p(t) = 14+1/(t+1), der ¢ er antall ar.

De totale oljeinntektene er da gitt ved henholdsvis folo p(t)f(t) dt og folo p(t)g(t) dt.
Beregn disse integralene. Hvilken av de to utvinningsprofilene bgr velges?

Oppgave 134

Lgs differensiallikningene

(a) & + 4z = 3e', 2(0) =1 (b) 4 = ——, xz(1)=0

Oppgave 135

2442 -2
La f veere definert ved f(z) = “;7:6 for alle z.
¢ +1
(a) Finn f/(z) og bestem funksjonens lokale ekstrempunkter.

(b) Bestem 1in£1 f(z) og skisser grafen i store trekk.
T—>L 00

(c¢) Definer funksjonen F' ved formelen F(z) = In f(z). Hvor er F' definert? Hva er
verdimengen til F'?7 Skisser grafen til F' i store trekk.

Oppgave 136

(a) Formlene V = %777‘3 og O = 4mr? angir henholdsvis volumet og overflatearealet av

en kule med radius r. Vis at O = kV2/3 for en konstant k.

(b) En kuleformet mgllkule fordamper med en hastighet som er proporsjonal med kulens
overflateareal. Hvis M (t) er massen ved tidspunkt ¢, er da dM (t)/dt = —s(M(t))?/3,
der s er en positiv konstant. Finn den lgsningen av denne differensiallikningen som
gir M(0) = 1.

(¢) M(t) males i gram og t males i dogn. Ved ¢t = 0 er mgllkulas vekt 1 gram, og 75
dggn seinere er vekten 0.5 gram. Bestem verdien av s. Hvor lang tid tar det for hele
mgllkula har fordampet?
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Oppgave 137
9 2 1
—1
Beregn integralene: (a) / de (b) / In(1++v/z)dx
4 0

X

Oppgave 138
. . . r+y+z=1
Betrakt problemet & maksimere e® +y+ 2z nar 5 9 5
Ty +27=1
(a) Finn lgsningen av problemet ved a bruke Lagranges metode.

(b) Erstatt bibetingelsene med z+y+2z = 1.02 og 2 +y?+22 = 0.98. Hva blir (omtrent)
endringen i den maksimale verdien av kriteriefunksjonen?

Oppgave 139

(a) For hvilke a har fplgende matrise en invers?

1 2 3
A,=10 a-1 1
1 2 a+1

(b) Finn den inverse for a = 0.

(¢) La A, B, C og D veere n x n-matriser der |A| # 0 og |B| # 0. Vis at det fins
matriser X og Y slik at
AX +2AY =C

A%2XB + A’YB=D

Oppgave 140

La f veere funksjonen gitt ved f(z) =222 —Inx — 2, > 0.
(a) Finn eventuelle ekstrempunkter og ekstremverdier for f.

(b) Det er klart at x = 1 er en lgsning av likningen f(x) = 0. Vis at denne likningen
har ngyaktig en annen lgsning = = x, der 1 er et tall i intervallet (0,1). Du skal
ikke finne x1. Skisser grafen til f.

1

(c) Finn eventuelle lokale eller globale ekstrempunkter for g(z) = ————.
202 —lnx — 2

(d) Skisser grafen til g.

Oppgave 141

La funksjonen f veere definert ved f(z,y) = %x%y — %x?’ —ye3¥ for alle (z,vy).

(a) Beregn de partielle deriverte av f av ferste og annen orden.

(b) Finn eventuelle stasjonszre punkter og klassifiser dem. Har f globale ekstrem-
punkter?

(c) Nivékurven f(z,y) = —2 gar gjennom punktet (z,y) = (2,0). Finn stigningstallet
til tangenten til nivakurven i dette punktet.
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Oppgave 142

1 3 4
(a) LaA=1|2 2 1]. Beregn|A|=0.
3 -3 -9

(b) Hvilke betingelser ma by, by og bs tilfredsstille for at likningssystemet

x+3y+4z:b1
204+ 2y + z=10by
3z — 3y — 9z = b3

skal ha lgsninger?

Oppgave 143

(a) Lgs differensiallikningen @ + 4z = 4e~2t, z(0) = 1.

(b) Anta at y = (a + ak)+/t + 1 betegner produksjonen som funksjon av kapitalen k,
der faktoren /t + 1 skyldes teknisk fremgang. Anta at en konstant andel s (der
s € (0,1)) spares, og at kapitalakkumulasjonen er lik sparingen, slik at vi ledes til
den separable differensiallikningen

k=sla+ak)Vt+1, k0)=ko

Konstantene a, o og kg er positive. Finn lgsningen.
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Fasit

1. (a) f(z) >0nar 0 < x <1 ognar z > 2.
(b) f'(z) =32®—6x+2. Lazg =1—3V3o0g a1 = 1+%\/§. Da vokser f i (—o0, zg]
og i [z1,00), og f avtar i [zo,z1]. 2o er lokalt maksimumspunkt med f(zo) = 2v/3,
mens x; er lokalt minimumspunkt med f(z1) = —2+/3. f(z) er strengt konveks i
[1,00). (c) Se figur A.1. fo x)dx = 1/4.

1
2 Yy = ax
1 D
~ > T =b
& 7 I ! .
Figur A.1 Figur A.2 Figur A.3

2. (a) Se figur A.2. (b) Lokalt maksimum i (0,0), sadelpunkt i (2/3,0).

(c) Globalt maksimum i (0,0) og i (1,0). Maksimumsverdi 3. Globalt minimum i
(0,—1) og i (0,1). Minimumsverdi 2.

3. D= —y?>+ (a+b)wy — abx? = —(y — ax)(y — bx) er lik 0 langs linjene y = ax og
y=>bx. D>0mnar (i) z > 0 og bx < y < az eller (ii) z < 0 og ax < y < bzx. Se
figur A.3.

4. (b) L =10, K = 6.25 millioner.

a? —v? 2ab b?
5. (a) |[A| =a(a® +20%), A2=| —2ab a®—2b> 2ab (c)a=0
b2 —2ab  a® —b?

6. (a) f er definert i [-6,0) U (0,00). (b) f(z) =0 <= x = —2 eller x = —6,
f(z) > 0i(—6,—2)ogi(0,00). (c)Lokalt maksimumi(—4,$v/2), lokalt minimum
i(6,2v3) ogi (—6,0). (d) f(r) - —oo nar x — 07, f(z) — oo nar & — 0T,
flx )—>oonarx—>oo f/(x) — 0 nar x — oo. Se figur A.6.

7. (a) Maksimal nettofortjeneste for x = \/(a — ¢)/6, y = b?/4d>.

1 /1
(b) ELN = (519\/@ ~dy), BN = 0 nér y = b*/4d°.
(N er nettofortjenesten.)

8. (a) f{ =5y —az® Yy, fi=>5x—axty* !,

11 =—ala—1)x a Q?Jaa 12—5—02 “ lya 17 29 = —a(a — 1)y~ 2.

(b) Alle (z,y) med zy = (5/a)*/(@=1) er stasjonaere punkter. Annendenverttesten
gir ingen avgjorelse. (c) f oppnar maksimum langs 2y = (5/a)*/@=D. (d) h(z) =
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

.

8
6
44
2
PN

f t + + + + +—» T
—6—4—% 2 4 6 8 10

Figure A.6 Figure A.10

1
0 har ingen, en eller to rotter etter som 5(5/a)'/(¢=1) (1 - 7) < ¢, = celler > c.
a

(e) x = \/% , Y = \/]% lgser minimeringsproblemet.

(a) @: x @: x 0%z _ z(4lnz —3)
0K 2K(1+4lnz)’ 0L 3L(1+4lnz)’ OKOL 6KL(1+4lnz)3

a) U er definert i S = { (z,y) :x >ao0gy >b}.

c¢) Kravet blir pa + gb < R. Se figur A.10.

2,x T __ 2
a) ilg(l) f(z) = %, mll)rr;o f(z)=0, f'(z) = : Zz(ex(e_ 1)21)
)

a) |T| = %pq(l —p—q). T~! eksisterer <= p+q # 1. |S| =0, s& S har ingen
1 |

invers. (c) T" = 2n—1T + 1 S — S nar n — oo.

(a) Med L(z,y) = U(z,y) — Apy—w(24—2x)), folger (2) av forsteordensbetingelsene
Ly =L5=0. (b) Deriver (1) og (2) mhp. w mens p holdes konstant.
(c) Ox/O0w =4(1 —In16)/(1 + In 16).

et th €2t

z=AS + 5 -
t2+t 2’

A=0

> T

Til oppgave A.15

(a) f(q) er definert <= 2¢— (p—q)? #0 <= q#p+1+2p+1.
_ 2%(g+p)g—p)

2
(2¢—(p—4)?)

sjoneere punktene er ¢ = +p. ¢ = —p er et lokalt maksimumspunkt, og ¢ = p er et
lokalt minimumspunkt. (c) Figur A.15 viser grafen nar p =1 og 2 = 1.5.

f(g) = 0 nar ¢ — oo og nar ¢ — —oo. (b) f'(q) . De sta-

35

4120n007 11.8.2003 774



16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.
24.

25.

26.

27.
28.

(a) f1 —2(x+y—2)+2(x +y—2)2z, fj =2z +y—2)+2(*+y—2),
o =122% +4y — 6, fiy = f) = 4o +2, fih, = 4.

(b) (0,2) og (1,1) er lokale (og faktisk globale) minimumspunkter, og (1/2,13/8) er

et sadelpunkt. (c) ¢'(t) = 4p*t3 + 6p?qt? + (—6p> + 4q> + 4pq)t — 4p — 8q.
a—32 b+35 c—38

(a) D] =a+2b+c. CD=|2a—66 2b+71 2c—76 |. Viserat D = C~! for
a—33 b+35 c¢—37

a=33,b=-35c=38 (b)Y =A"1.C-H. (A har invers siden |A| = -2 # 0.)

1. (Bruk I’'Hopitals regel.)

2 1
/: _2’ I: -1,
(a) fi 20 +y+ 2 f2 2v+y+2
"o — f R, L —_1 .
1 2z +y+2)2’ 2 = 2z +y +2)2’ 22 (2x +y +2)?

(b) De stasjonaere punktene er alle punktene pa linjen 2z+y = —1. (c) Se figur A.19.
Funksjonen har maksimumsverdien ln( — %\/ﬁ) + % 2, som oppnas i punktet

(_%\/5’% 2)-

g 1 2
—11

—91
Figur A.19 Figur A.26
B %e‘m_y —e® %e‘x_y
%efmfy %efﬂc*y —eY
(a) %(230 - 1) +1e?24C (b) iz’ —2—Injz—1|+C (c)In4/3~0.29
(a) U'(x) = aAe™* — bBeP® (b) Konkav for alle z. (c) C = ade " = bBeb®

(d) Vink: U(z) =~ U(z*) + U'(z*)(z — z*) + 3U" (z*)(z — z*)?
El,y=a+2blnx + ¢/Inz. y er definert som en funksjon av x for x > 1.

(a) (—1,0) er et lokalt maksimumspunkt. (c) Maksimum for z = v/2—1,y = 1/v/2.
(d) Minimeringsproblemet har ingen lgsning.

(a) Ay har invers <= t # —1. I — BA; har ikke invers for noen verdi av ¢.

0 0 -1
b)) X=I-BA;=| 0 0 -1
—2 -1 0

(a) f er definert i [—2,2]. f(z)+ f(—z) = 0, sa grafen til f er symmetrisk om origo.
2

o) = B2 vokser i [— og avtar i [—2, — og i
(b) fi(z) = WA [~V/3,V/3] og avtar i [-2,—v/3] og i [/3,2].
(c) Se figur A.26. (d) ¢'(3v/3) =3V3/8
—-1/6
(a) g’(x) = —ae;“"(x S 1)(x —3). g er konveks i [1,3]. (b) g(z) = oo nar z — oc.
(€) % = 2em0 +;F(:Z?— mz (D172
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29.

30.

31.

32.

33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.
41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

dE adp bdr In1.06
— = E (d)b>

dt (p dt+rdt) (d)b>ag =08

(a) x = —2v/b, y = 0 lgser maksimeringsproblemet. = = 4/3, y = ++/b — 4/9 lgser

minimeringsproblemet.

(a) k=b—a (c)

(a) (i) Homogen av grad 4. (ii) Ikke homogen. (iii) Homogen av grad 0.
() = e?*(22% + 2x + 1)
f

(a) @1 . Ingen lokale ekstrempunkter.
(b) f(x) gar mot henholdsvis —oo, 0o, 0 og co. (d) f er konkav i (—1,xp).
(b) Minimum = —298/3 i (4, 10).

X=(B-C)Y(E-AD"!

(a) Systemet har en frihetsgrad.
dy L/(T’)S/ dr —lPS’
(b) dg - D g, d—g— 5 £, der D =1P(S; —I|) — L'(r)(S; — ).
() F/@) = 1+ (@ + Be ™ — 2ae2%,  f/(z) = —(a+ He~* + dac 2
4
(b) lenafﬂ >0,sidenda >a+fnara>p. (f)a>p+1
0 1 1 1 1 2
(a)|Al=1, A2=[1 1 2|, A*=[2 2 3
1 1 1 1 2 2

(a) du = —(8/3)dx + (10/3)dy, dv=2dx —dy, Ou/dy=10/3, Ov/0x =2.
(b) Aurdu=—-28/3~—0.93, Av=~dv=0.4.

3+V1T —1+V17
(a) (z0,0) = :
8 8
(b) (zo,yo) er et globalt maksimumspunkt. Globalt minimum fins ikke
2 1 b I
(a) x—§$3+5x5+0 (b) a(PL—PN)—m (PF~™ — Py %)
(a) fl = 0 b &7V —3/2, fh= ety 12,

= et h ey, fly =t e, = e e,
(b) (—31n2, 1n2) er minimumspunktet.
(a) 1Ay| =2t — 4. A, har invers < t#2. (b) Visat A; - A7 = I3.

1 1 1 T 2

1 2 1 y|=11]. Lgsning: z=-5/2,y=-1,2z=11/2.
4 1 2 z 0

aX X 1

= o) + g W) (¢ (N) —u). T = S ) (¢ (V) — )+ () (),
der u = ¢(N)/N
(a) fi(z,y) = ””/y( —a), fa(z,y) = e Va(l+a/y)

(b) El, f(?cy)—l—l’/yaEl fl@y) =1+x/y.
(c) f(z,z) =2%¢"! S condrz —oco. (d)z=c(l—1v2),y=3cv2

a=—3/40gb=23/4. (Dablir AB =13.)
1 1

() [A-I=t—1. (b)xo=x—7| -1]. (c)A"xg=x¢forallen=1,2,....
V3 1

(a) fl(x) = 2z +1—e7 f'(x) = =2+ e *. (b) f' er strengt voksende i

[-3,—In2]. (c) f'(z) = 0 har ngyaktig to lgsninger i [—3,3]. Den ene ligger i
(—=3,—In2) og den andre i (—1n2,3). (d) Maksimumspunktet for f(x) over [—3, 3]
er x = —3, og maksimumsverdien er f(—3) = e3 — 12.
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48.

49.
50.
51.

52.

53.

54.

95.

56.

o7.

58.

59.

(a) (B-I)>=B*-3B2+3B—1o0sv. (b)A™l=]—

B~ =
S = O
o O

(a) Deriver hgyresiden. (b) 686/3. (Vink: Substituer u = 22 + 9.)
(a) Entydig lgsning nar k # 2 og k # 3. (b) Ingen lgsning nar k = 3.

a) De ngdvendige betingelsene er —2x 4+ Ay =0, 2y + Az =0,4—22— A =0 og
z=uzy. (b)(0,0,0), (1,1,1) og (—1,—1,1). (c) Af*~A-0.1=0.2.

/ 21 11 , 1 10 —11
AA _<11 10)’ a4’ =80, (aA)™ 89(—11 21)
(b) Nei. For enhver matrise A er AA’ symmetrisk, og den inverse til en sym-
metrisk matrise er igjen symmetrisk. (c¢) Matrisen (1/m)1 - X er 1 x n-matrisen
(linjevektoren) (%(3311 +ro1 4+ Tm1), -, T}% (x1n + 2o+ -+ xmn)), der den
i-te komponenten, altsa %(:rh +Zo; + -+ -+ Tmy), er det aritmetiske gjennomsnittet
av de m observasjonene av stgrrelse nr. 7.

Yy
A
B
27 ,\
11
\, A
Y » T
1 2
0]
Figur A.53

(a) 32/15 ~ 2.133. Grafen til funksjonen er tegnet i figur A.53. Arealet av trekanten
OAB er akkurat 2. (b) Se pa fortegnet til 2. & = (14 22)(2xt2+1) > 0 for alle .
2
T —ay
Ely=— %
(c) 4 22 + by?
(0,0) er et sadelpunkt. (5/6,—5/12) er et lokalt maksimumspunkt.
12 0 0 1/6
(a)t=4,s=-5 (b)X= 1/2 3 -3 1/6
1/2 —1 2 1/6
(c) DS = 182D + 1831, D~ = 1D —
—2ze®Y
(a) (V'A,0), (—V/4,0), (0,+/A) og (0, —\/Z) (b) ¢ =

2y + ax?e™

(@) o = Lm0V [ Taa 1, = (1= VT @A) fa

2
(a) f er homogen av grad 3. k = 3. (b)y = 3 _T_ny . Tangenten er gitt ved
4 13 L T8 .
Zeo 2. -2 i = — V13,
y=gr-——7. @y o5 Dy 3
(a) 5t2 — 45t + 40. (b) Entydig lgsning hvis t # 1 ogt #8. (c) x = 8, y = 3,
z=-1. (d) s=-1/4.
0 0 O 1 0 0
(a)A?2=| 0 0 O, L+A+A%2=|4 1 0],
20 0 O 30 5 1
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60.

61.

62.
63.

64.
65.
66.

67.

68.

69.

70.

71.

(I3—A)(13+A+A2):Ig. (b) (Ig—A)_l :I3—|—A+A2.

7T -3 -3
1
(c) Vink: Vis at U2 =nU. (d) 0 -3 7 =3
-3 -3 7
az®! ar®
a) Ul(z,y) = A——-—, Uy(z,y) = - A—""——,
) Uilon) = A Vi) = ~Agit
U/I o a T y
12(x7y) (xa—l-ya)Q

(b) U er homogen av grad 0. (c) z = {/3b/a (med y = V/4b).

(a) Differensiering gir likningssystemet

m(dm+du)—|—udv+’udu—2ye”dy—y2e”dv+dy:0

2u du — rY
x

dr — z’Inx dv = dv

b) l1+ln2 , 142 2 , 2

Uy =——"——, U= V= v = .
542’ Y 54+4In2’ * 542’ ¥ 54+1n2

¢) u(1.99,1.02) = u(2,1) + u}(2,1) - (=0.01) 4 u;,(2,1) - 0.02) =~ —0.9911.

(

()

(a) [Ay] = —2a® —3a®> +1=(a+1)?(1—2a) (b) k=1/(1—a—2da?)
(a)

(b

a Stlgmngstall —3/2. Lineser approksimasjon: y(x) ~ —%x+ %
L op 1 8L F(L)-LF'(L) 0L F'(L)

Vo =R 0B~ FE o~ pFOFTD) 08 = pEOPE
(c) Slden F(L)=(rL+B)/p>0,F'(L) > 0 og F"(L) < 0, folger det at dp/0r > 0,
dp/OB >0, 0L/0r < 0 og OL/OB > 0.
fmaks = f(Oa 1) =1
(a) 4e ! —6e72. (b) X=2A"'C-D, Y=AD-C.

Entydig lgsning nar a # —9 og a # 2. Lgsninger med 1 frihetsgrad nar a = —9.
Ingen Igsninger nar a = 2.

(a) El, y = 2y/(1 — 2y). (b) Differensiering gir likningssystemet

ou® "t du+ pvPtdv = 28 da + 342 dy
au® 1Pl du 4+ P dv — P do = de — dy

278 du 26 gy 26-92F 9y 27643

I punktet P er O
unktet P er — = -z =ZZ=_Zz - Z_Z2 T2
P Ox a ay a ' Oz B268-1 7 gy  pB26-1

(¢) u(0.99,1.01) =~ u(1,1) +u (1 1) (—0.01) + uy(1,1) - 0.01, osv.

(a) h er strengt voksende i (—oo

er et maksimumspunkt.

(b) Den inverse funksjonen er h~*(z) = In(1 — v1 — 822 ) — In(2z), z € (0, 1)
(c) Nei. Hvis for eksempel g(z) = e*/(1 +€”), sa er f'(x) > 0 for alle z.

(a) |A¢]=2(t+1) (b)z=3/2,y=s—1/2,z=35,s€R

In 2] og strengt avtagende i [% In2,00). == %an

(a) i = 2e(ay + 1) 4 (2% +9%)y, f3 = 2y(ay + 1) + (2 +9%)z,
fiy = 6ay +2, fiy = f3) = 32% + 3y%, ffh = 6y +2
(b) (0,0) er et lokalt mlmmumspunkt og de andre er sadelpunkter.

(c) Maksimum a?(1+ a?) i (av2,3av/a) ogi (—3av2,—L1a/a).
(a) Arealet = 16(2In2 —1) = 6.18 (b) a®(lna — 1)
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72.

73.
74.

75.

76.

e

78.
79.

80.

81.

82.

83.

(a) |JA] = (a —1)(a —2) (b) Entydig lgsning hvis og bare hvis a # 1 and a # 2.
For a = 1 er det ingen lgsninger, og for a = 2 er det uendelig mange lgsninger.
(c)a=20gby =by,ellera=10gb; —by+b3=0 (d) Ta determinanten pa hver
side.
Maksimum = 1 i (3/1/10,—1/4/10,0) og i (—3/+/10,1/4/10,0)
(a) m(z,y) =pxr — (cx + y+d). Bruksap=—z/a+b/a+ R(y)/a.
(C) % — _R/(y*)

b (b—ac)R"(y*) + (R'(y*))? + R(y*)R" (y*)
(d) o = 2a(b — ac)’ . _ a?(b—ac)?

da — a? (4a — o?)?

(a) Det er naturlig a vente at f'(y) < 0, for om investeringen i spesialmaskiner gker,
bgr arbeidslgnn per produsert stgvsuger ga ned. Det er ogsa naturlig a vente at
f"(y) > 0, fordi arbeidslgnnen per produsert stgvsuger antagelig faller langsommere
etter hvert som investeringene i spesialmaskiner gker. Nettoutbyttet er n(z,y) =
—bx? + (a —r)x —d — ky — x.f(y). De partielle deriverte er 7} (z,y) = —2bz + (a —
r) = f(y), my(z,y) = —k —xf'(y), 711(z,y) = =20, wio(z,y) = 7y (2,y) = —f'(v),
moo(x,y) = —xf"(y).
(b) Bruk fgrsteordensbetingelsene. (c) 2bk(y + 3)° —a(a—7)(y +8) +a®> =0
@ % 2
dk— (f"W)? + f"W)(f(y) = (a—7))
(a) |Ay| = 22 — 2t +1 # 0 for alle ¢, sa A; ! eksisterer for alle t.

-1 -1 -1
(b)Fort=1lerA;'=A}=| 2 1 1
-2 -1 0

(i) 447/14. (Vink: Substituer u = (2 + z)'/3.)

(i) 322/3¢*""* — 621 /3¢""” + 6¢7"* 4+ C. (Vink: Substituer u = ¥/z.)
$_11n<\/m—A) _111( 2ac _1)
a 2a T\ VAT rdaPe— A

(a) El,y = 2/(9¢) — 1/3 ~ —0.25, EL, 2 = —1 — 2/(3¢) ~ —1.25.
(b) Hvis x gker fra 1 til 1.1, altsa med 10 %, sa avtar y med omtrent 2.5% og z
avtar med omtrent 12.5 %.

(a) ¢ (x) = (a— 1)1 — c*z™*) og ¢"(z) = ala — 1)c"z~ lim, o+ g(z) =
00, limy 00 g(x) = 00. (D) gmin = g(c) = a(c —1). (c) Bruk skjeeringssetningen.

/ dv 1 14w
=—In
1—22 2 1—v

/ dx _ln<1—i—\/1—e—fr
V1—e™® 1-v1—-e™®

a—1

+C,

) + Cy. (Vink: Substituer u = /1 — e~%.)

20°+1 a’+3a a®+4a
(a) [Ay] =2a% —6a®+6 og A2 =|a?+3a 2a>2+4 a®+5a
a’*+4a a*+5a 2a*+9
(b) Systemet har entydig lgsning hvis og bare hvis |A,| # 0, det vil si hvis og
bare hvis 2a® — 6a® + 6 # 0. For a = 3 er lgsningen av systemet z; = 1, x5 = 1,
x3 = —1. (c) Lgsningen av systemet er x1 = 29 = -+ = 2,1 = 1, ,, = 2 — n.
(d) A=t = CB.
(a) 1 = (m + 18p1 — 5pa — 4p3)/4p1, w2 = (M — 6p1 + 5p2 — 4p3)/2p2,
w3 = (—6p1 — 5pa + 12p3)/4ps.
(b) U* = —=3In4 —Inp; —2lnps — Inps + 41In(m — 6p; — 5pa — 4ps),
OU*/Om = 4(m — 6p; — bpa —4p3) "L =X, (¢) AU* =~ AAm =0.1-1=0.1.
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84.

85.
86.

87.

88.

89.
90.

91.
92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

() K =K (3t + L) () K = ((1 - a)y(822 4 Lot) + 537) "

x = £1 er (globale) minimumspunkter, x = 0 er et lokalt maksimumspunkt.

(a) (z,y,2) = (4,0,0) gir maksimum, mens alle punkter (z,y,z) = (—1,y, 2) med
y? + 22 = 15/2 gir minimum. (b) Maksimumspunktet er det samme som i (a).
Minimum i (z,y, 2) = (—1/2,0,0).

(a) |Ayl = (a+1)(a — 1)(a —2). (b) Systemet har entydig lgsning hvis og bare
hvis |A,| # 0, dvs. hvis og bare hvis @ # +1 og a # 2. Hvis a = 1, har systemet
ingen lgsning hvis b # 2. Hvis a = 2, har systemet ingen lgsning hvis b # 12.
(c) |3A;] = 216, |[A A A2| = 768/5.
(a) (i) —6e~*/2(x+2)+C. (Vink: Delvis integrasjon.) (i) 10 —181n(14/9). (Vink:
Substituer u =9+ y/z.) (iii) 886/15. (Vink: Substituer u = /t + 2.)

B
(b) z(t) = me’_“/(%_a), der B er en konstant.

(a) z1(e,e) = 1/2, 2fi(e,e) = 11/(16e). (b) y' = 1/(F'(0) +1)

(a) f'(z) =4z(1 — a — a:2)e_x2_“. For a < 2 har f tre stasjonsere punkter: x =0
og x = /1 —a/2. For a > 2 er x = 0 det eneste stasjonsere punktet. (b)
Grafen er symmetrisk om y-aksen, siden f(—z) = f(x) for alle z. lim,_,_ f(z) =
lim, o0 f(x) =0. (c) M(a) er storst for a = 0. (d) Eneste stasjonzere punkt for
g er (0,1). Maksimumsverdien er 2¢~!, som oppnas i punktene (£1,0).

(a) 9. (Vink: Substituer u = 22 +z +2.) (b) Vink: Likningen er separabel.

(a)y =T1.
d 1 N d I 9
) = p 2l + /@) —aur @7 ] G = plur @) (e ragg) -2,
e¥ ze¥ + f(2) 5 5
der D = g+ dg dg :meya—z—(xey+f(z))<g+xa—i).

x@x x@y
(a) Entydig lgsning for a # 3.
(b) Ingen slik lineser kombinasjon hvis a = 3 og b # —1.
(c) X = (A —TI)"!CB~!. Med de gitte verdiene for A, B og C far vi

1 0 0
B 12 1/2 o 0 4 6
(AI)1:< - ),B:020,X:< - )
1/2 —1/2 00 4 1 -2 2
-1 vey+1—-1
(a) In | Y2 |+C. (b) In H'+
Vu+1 Ve +1+41
(a) [As(t)| = —t3 +3t2 — 4t + 2, |Ay(t,a)| = t* — 33 + 442 — 2t — a.
(c) Lgsning hvis og bare hvis by — 2b2 + 2b3 = 0. En frihetsgrad.
(d) P2, P + P og P’ er helt sikkert invertible. P + P’ behgver ikke ha invers.
+2 2(y +2)(x +
(a) y/ — _ y , y// — (y )( g)
x4+ 2y +2 (x +2y+2)

(b) z* =5/3—m/24, y* =m/8 —1, A\ =m/48+1/6. (c) dU*(20)/dm = 7/12.
(d) For m <8 er z* =m/6 and y* = 0. For m > 40 er z* = 0 and y* = m/10.
2e* —1

(a) V, = [~ In2,0). (b) ¢~ (z) = =2 for z i [~ 1n2,0).

1—e”
3 1 1

(©) (¢) M) = 5 T\V1T

(a) A; har invers <= ¢ # —1.
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99.

100.

101.

102.
103.

104.
105.

106.

107.

108.

0 0 -t

(b) Is —BA; = 0 0 —1 | har ikke invers for noen verdi av .
-2 -1 1-t
0 0 -1
-2 -1 0

Yy =—ylz, Y =2/
9 p2n+1/2 4pntm+1/2 9p2m+1/2

il mtomtl dmal

+C (b) 3 —In(e’?*+1)+In2.

b 1

b3 =¥+ C
5 ~5(ar +b) 3 +C,
der C' er en konstant. Venstresiden i denne ligningen kan ogsa skrives som

3$ 2/3 2/3 . .
%(aac +b)*/% - W( 1002 (ax + b)*3(2ax — 3b).  Differensial-

ligningen har ogsa den konstante lgsningen = = —b/a (forutsatt at b # 0).
41—-p*)y* =6 8(1—p*)zy +2p

8(1—p?)ay+2p 4(1—p?)z®—6 )

Hvis p = &1, har f bare ett stasjoneert punkt, nemlig (0,0), og det er et globalt

maksimumspunkt for f.

(b) o fi(x0,y0) — Yof3(w0, yo) = —625 + 6y3.
_ | 3= | 3Fp
(C) (0)0)7 (pvp)v (_pa _p)7 ((L _Q)v (_(L Q)a der p= m, q= 2(1 — p2) .

(a) |JA| = —a(a—1)%2. (b)a=b=1. (c) B fins hvis og bare hvis a # 1.

(a) V(z) = Ae™** —b/a. (b) Med 20 liter pa tanken kan bilen kjgre 101n(27/7)
mil (=~ 13.5 mil). For & kunne kjgre 15 mil ma bilen starte med minst 7e!> — 7
liter (= 24.37 liter).

(i) 1/5 (i) 7+2In2

(a) ¥y =3 (b) Vink: Kurven skjeerer z-aksen i punkter hvor y = 0, og der ma vi
hae™ =z + 2.

3
(c) Lgsningen er gitt implisitt ved 5—2((13: +b)°/3 —
a

az + b)°/3 eller

(a) Hesse-matrisen er H = (

(a) Med Lagrange-funksjonen L(z,y, z) = zyz— XN ax+y+2—5)—pu(ry+zz+yz—38)
far vi de ngdvendige fgrsteordensbetingelsene

(1) Li(z,y,2) =yz—A—ply+2) =0

(2) CQ(%%Z):%Z_)‘_N@"‘Z'):O

(3) Ls(z,y,z) =y —A—p(r+y) =0

(¢) Maksimumsverdien av f(x,y,z) er 112/27, som oppnas i de tre punktene
(7/3,4/3,4/3), (4/3,7/3,4/3), (4/3,4/3,7/3), alle med A = —16/9 og u = 4/3.
(d) Af* ~ X-0.01+ u(—0.01) = —2.0.01 ~ —0.031.

(a) f'(z) =e*3/(2+e"3) > 0. V; = (In2,00). (b) g(z) =3+ In(e® — 2) for

allez >1In2. (Dyg=Vy.) (c) f'(3)=1/3, ¢'(In3) = 3.
a) [A[=(¢=2)(p+1), |A+E[=2(1-p)(2-q)

q -1 q-—2 1 1 1 2g—3 2¢q—3 29-—3
1 —p 2 — p 1 1 1) =13—-2p 3—-2p 3—2p
2 1 1 1 1 1 1

(b) A 4+ E har invers <= p # 1 og ¢ # 2. |BE| =0, sa BE har ikke invers.
(c) r(A) =3 hvis p# —1 og g # 2, r(A) = 2 ellers.
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109.
110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.
118.

119.
120.
121.

122.

123.
124.

125.

p# —1o0gq+#2: Ingen lgsning.
(d) p=-—1: Entydig lgsning.
p=1/2: Ingen lgsning.
p#1/20g q=2: Entydig lgsning.
(a) 195/4. (Vink: Substituer u = ¥/192° +8.) (b) x = (2e'7¢ " —1)1/3
(a) f oppnar sin maksimumsverdi fuaxs = 17/16 1 (£v/15/4,0,1/8) (med A = 1)
og sin minimumsverdi fui, = —1/21 (0,0, —1/2) (med A = —1/4).
() Afmaks ~ A - 0.02 = 0.02.

4 1/3
xr = <90(t)2 —9> , der p(t) =tlnt —t+2/3.

(a) 30. (b) 1“( 1+ 0.4¢)e=00% gt = 180 — 260e~0-5 ~ 22.302.

(a) Losning(er) hvis og bare hvis —3by + ba — b3 = 0. 1 frihetsgrad.
(b) Nei, da matte A vere nullmatrisen.

—-5s —5t —bHu
(c) C=| 14s 14t 14u |, der s, t og u ikke alle er 0.

11s 11t 1lu

(a) Det fins tre lgsninger av forsteordensbetingelsene: (z1,y1,21) = (0,0,1In/6),
(z2,Y2,22) = (1,1/2,In2) og (x3,ys3,23) = (—1,—1/2,In2). De tilsvarende verdi-
ene av A er henholdsvis A\; = v/6/12 og )\2 = A3 = 1/4. fimaks = 5/2 oppnas i
(¥2,Y2, 22) 08 (3,¥3,23). (D) f* ~ 7-0.1=0.025. (c) Nei.

(a) f'(z) = 2(e*® + ae™*)(2e%* — ), f”( ) = 16e*® + 2ae® + 4a’e ™",

(b) For a > 0 er f voksende i [ In 1a,00). Fora < 0 er f voksende i [% In(— ),oo).
(d) Fora > 0er oz = 1 ln 5a et globalt minimumspunkt, og for a < 0 er x =
+In(—a) et globalt mlnlmumspunkt (e) Minimum for = = 1.
~1/2.

(a) 2In(1 + evV®) + C. (Vink: Substituer u =1+ eV?))

(b) (8¢3 +4)/9 (Vink: Delvis integrasjon.)

4z -

a) x = Ce*% +1. (b) w(t) = —e 2t +t+1.

(a)

(a) fmaks = f(4,V3) =e*V/3. (b) 0.5%.
(a)

(

o, o

)
a) f(x) = 23:26_:”2(% —22), f'(x) = 2ze " (3 — Ta2 + 22%)
b) f(—x) = —f(z). limye f(z) = 0. (c) (Globalt) minimumspunkt i z =
—/6/2, (globalt) maksimumspunkt i x = v/6/2. (x =0eret Vendepunkt ikke et

ckstrempunkt.) (d) [ f(z)dz = 5(— 22" — e~ ) +C, [ flz)de =1,
(e) De to arealene er angitt pa figur A.122. Siden grafen er symmetrlsk om origo,
ma de to arealene vaere like. Alternativt kan du bruke identiteten f(—z) = —f(z)

og substitusjonen ¢t = —z til a vise at f:ba f(x)dx = — f; ft)dt
(a) 12v/3 — 44/3 (=~ 42.1). (b) a®Ina.
(a) Entydig lgsning for p # 3. For p = 3 og ¢ # —1 fins det ingen lgsning. For

p =3 o0g q= —1 fins det lgsninger med 1 frihetsgrad.

(b) x1 =t + 3, xa = =2t — 4, 3 = t, der ¢ er vilkarlig. (c) 1.

(d) Vink: (I—A)I+A+ A%+ A3)=1- A%

(a) fi(w,y) = ye'= =504 (802 —Bay+1), fi(x,y) = we T2 (22 —5py+1).
(b) Stasjonzre punkter: (0,0), (3v2,v2), (—3v2, —\f) (c)y =2.

43

4120n007 11.8.2003 774



126.

127.
128.

129.

130.

131.

132.

133.

—b —a i
+ —+ T 1 > T
3 oN2 | -1 a
-0.5
Figur A.122.

(a) z = 1 er et minimumspunkt. Det fins ikke noe maksimumspunkt.
(b) 32/3 —41n3. (Vink: Substituer u = /z + 1.)
(a) 3—6/e. (Vink: Delvis integrasjon.) (b) x =5v3e~t+1, ©(0) = —15/4
(a) 4a®*+3 (b) Hvis a # 0 and a # 1, har systemet en frihetsgrad. Hvis a = 0, har
det to frihetsgrader. Hvis a = 1, fins det ingen lgsninger. (c) A‘B = A%2(A?B) =
A2(AB), osv.

(a) Eneste mulige lgsning er (z,y,z) = (0,—1/2,3/2). (b) Eliminer z fra bibe-
tingelsene og vis at x and y ma veaere begrensede. Vis deretter at ogsa z ma vere
begrenset. Dessuten er mengden av tillatte punkter lukket. (Den er en kurve i

R3.)

dy —2(e+1) dz  —2e —2(e+1)
- = T 5 v 3= 7Elzy:7
dx e+2 dr e+2 e+2
20 +1 2d*+a a*+2a
(a) [A|=a®—-2a*+a=ala—1)*, A= | 2a>+a 3a* 2d°+a

a’?+2a 2a®>+a 2a®>+1

(b) Hvis a # 0 og a # 1, sa er |A| # 0, og systemet har bare den ene lgsningen
x =1y =2z=0, med 0 frihetsgrader. For a = 0 har systemet én frihetsgrad, og for
a = 1 har det to frihetsgrader. (c) For a = 1 er lgsningen =1 —t¢ — s, y = t,
z = s, for vilkarlige s og t. Fora =0er x =1 and z = 1, og y vilkarlig. For a # 0
oga#l,erx=14a,y=—-a—2and z=1+a.

For a # 0 er (1,0) et lokalt minimumspunkt og (1 — a®,a?) et sadelpunkt. For
a=0er (1,0) et sadelpunkt. (Annenderiverttesten kan ikke brukes nar a = 0.)

A

150 t g f
100 +

50t

> 1

5 4 6 8§ 10
Figure A.133
(a) See figur A.133. (f oppnar maksimumsverdien 4000/27 ~ 148 for t = 20/3.

g oppnar maksimumsverdien 4000/27 for t = 10/3.) (b) fot (g(r) = f(7)) dr =

12(t—10)2 >0 for alle . (c) [,° p(t)f(t)dt = 940 + 11In 11 ~ 966.38,
SO p(t)g(t) dt = 3980/3 — 121 In 11 ~ 1036.52. Man ber velge profil g.
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134. (a) z = $ (27" + 3¢")
(b) x = 3In(6vt+8—18In(3++t+8)+C), C =18In6 —17.

Yy Y

3 ' 3t

2]

i 1!
o2 | 2 4

A

Figure A.135a Figure A.135b

—4(x - 2)(z + 1)

. (3,-3) er et lokalt minimumspunkt, og (2,2) er et

135. "(z) =
5. (1) [0) = — s
lokalt maksimumspunkt. (b) f(x) — 1 nar x — oo. Se figur A.135a.

(c) F(z) er definert nar f(z) > 0, dvs. for > v/6 — 2 og for z < —v/6 — 2.
Verdimengden til F' er (—oo,In2]. Se figur A.135b.

136. (a) k= V36w ~ 4.84 (b) M(t) = (1 — ist)>. (c) s = (1 —27'/3). Det tar
75/(1 — 271/3) =~ 364 dager for hele mgllkula har fordampet.

137. (a) 14+1Ing (b) 3. (Vink: Substituer u =1+ \/z.)

138. () (2,9, 2) = (1,0,0) (b) AS* ~ A1-(0.02)+ Ao - (—0.02) = 0.01(3—e) ~ 0.0028.

139. (a) |Aa] = (a—1)(a—2), sa A har en invers hvis og bare hvis a # 1 og a # 2.

-3 4 5
(b)Agt=3( 1 -2 -1
1 0 -1

() X=2A2DB' —~A'CogY=A"'C—A?DB !

140. (a) (3,In2— 32) er et (globalt) minimum. (b) Bruk skjeeringssetningen. Se Figur
A.140a. (c) * = 1/2 er et lokalt (men ikke globalt) maksimumspunkt for g.
(d) Se figur A.140b.

y y\ I
A ' '
4.01 21|l |
3.0 1l
1 | ‘ _
2.0 | i % 3 T
1.04 SEN !
I ! ! > T -2 ; !
\\0.5/f.0 15 3 3
-1.0+ -3 i i
Figure A.140a Figure A.140b
141 (a) fi(z,y) = ve? —a?, fi(z,y) = ga’e¥ — 3y’
11(@,y) = e’ — 2z, flo(x,y) = ze?, 22(96 y) =3 22V — 6™ — yeds

(b) (0,—3%) er et sadelpunkt, (e=1/6, —5) eret lokalt mak51mumspunkt. Det fins
ingen (globale) ekstrempunkter. (Studer f(z,0) nar z — £o0.)

(C) y/ = _f{(2’0)/f£(270) =2
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142. (a) |A| =0 (b) Systemet har lgsninger hvis og bare hvis 3b; —3by+b3 = 0. (Bruk
Gauss-eliminasjon. )

143. (a) z(t) =2e7 2 —e " (b) k(t) = <k0 + %)6@«15/3)[(%1)3/271] _ ¢

«
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